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J.H.Poncaré (1854-1912) J.W.Gibbs (1839-1903)

Pochi gradi di libertà Moltissimi gradi di libertà



J.H.Poincaré J.W.Gibbs



R.Hooke (1635-1703)
Oscillatore Armonico



2D State Space

1D Physical Space

Initial condition (a)



Vladimir Arnold
(1937-2010)
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Phase Portrait



Ed Lorenz
(1917-2008)

3D State Space



R.Hooke

→ x = − k
m
x

accelerazione





Punti Fissi







Il più noto “manifesto” del determinismo è
certamente quello elaborato nel 1812 dal
matematico e astronomo francese Pierre
S.Laplace: "Possiamo considerare lo stato
attuale dell'universo come l'effetto del suo
passato e la causa del suo futuro. Una
intelligenza che, per un istante dato, potesse
conoscere tutte le forze da cui la natura è
animata e la situazione rispettiva degli esseri
che la compongono, e che inoltre fosse
abbastanza grande da sottomettere questi dati
all'analisi, abbraccerebbe nella stessa formula i
movimenti del più grandi corpi dell'universo e
quelli dell'atomo più leggero: nulla le
risulterebbe incerto, l'avvenire come il passato
sarebbe presente ai suoi occhi"

Pierre Simon Laplace, “Essai philosophique des probabilitàs” (1812) 

Il Manifesto di Laplace

+
condizioni iniziali

Eq. di Hamilton

=
evoluzione futura



http://www.pluchino.it/NUOVO-SITO-2019/BOOKS_ET_AL.html



Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche



Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche









crivellato



Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche



Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche





Punto Fisso Punto Fisso

Traiettoria TraiettoriaTraiettoria Traiettoria

SPAZIO DEGLI STATI 1D



Node (stable fixed point) Repellor (unstable fixed point) Saddle Point

METAFORA GRAVITAZIONALE DEL LANDSCAPE ENERGETICO



!X > 0

!X < 0

!X < 0

!X > 0

Punti Fissi in una dimensione

!X = f (X)

LO SPAZIO DEGLI STATI 1D
E’ IL SOLO ASSE X

La velocità 
assume il segno 

della funzione f(X)



valore caratteristico o
autovalore del Punto Fisso

f '(X0 ) < 0

f '(X0 ) > 0



!X > 0 !X < 0!X > 0 !X < 0
f ''(X) > 0

f ''(X) < 0

f '(X0 ) = 0



f ''(X) > 0

f ''(X) < 0

f ''(X) > 0

f ''(X) < 0f ''(X) < 0

f ''(X) > 0

f '(X0 ) = 0







Strutturalmente stabile Strutturalmente instabile



Nelle vicinanze del punto fisso si 
possono trascurare…

!X = f (X)



� 

→  ˙ x = λx

→  dx
dt

= λx  

→  dx
x

= λdt

→  dx
xx(0)

x( t )

∫ = λdt
0

t

∫  

→  ln[x(t)]− ln[x(0)] = λt  
→  x(t) = x(0)eλt

DISTANZA DELLA TRAIETTORIA
DAL PUNTO FISSO X0

ESPONENTE DI LYAPUNOV

!X = f (X)

EQUAZIONE LINEARIZZATA



nodo nodorepulsore



A∈[0,1]
Mappa Logistica

P.F.Verhulst
(1804-1849)

K = capacità di carico 


