
Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche

2D

Ciclo
Limite



fixed points (dim.0)

< 0

Nodo attrattivo



< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

Nodo 
attrattivo

Ciclo limite
attrattivo



� 

X1� 

X2

Direzioni 
Caratteristiche
(autovettori) 

del Punto Fisso

Valori Caratteristici
(autovalori) 

del Punto Fisso



� 

λ1 < 0
λ2 < 0
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Equazioni 
linearizzate

Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale



� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

R<0 R>0

CICLO LIMITE

.

R=0



Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.

Matrice Jacobiana

Equazioni linearizzate nelle vicinanze
di un dato punto fisso ( X1o,X2o  )

…ricavare
i punti fissi…

x1 = X1 − X1o
x2 = X2 − X2o

Equazioni originarie

λ+,λ−

Autovalori

…calcolate nel 
punto fisso

Distanze dal
punto fisso



Equazione caratteristica dello Jacobiano 

Traccia dello Jacobiano 

J !v = λ!v → det(J − λI ) = 0 →

Eq. agli autovalori



� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

Condizione affinchè un cluster di condizioni 
iniziali collassi su un attrattore stabile:



Determinante dello Jacobiano 

� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

R = 1
2
TrJ

Ω = 1
2

TrJ 2 − 4Δ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

→ λ± =
TrJ ± (TrJ )2 − 4Δ

2



Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni

� 

λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2

� 

TrJ = f11 + f22

� 

Δ = f11 f22 − f21 f12
con:
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Δ < 0     →λ+,λ−
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� 

TrJ

Diagramma dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni
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(TrJ)2 − 4Δ = 0

REPELLORS

SPIRAL REPELLORS

SPIRAL NODES

NODES

� 

(TrJ)2 − 4Δ < 0
� 

(TrJ)2 − 4Δ > 0
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0
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Δ < 0
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λ+ = λ− = λ
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node
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λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2

� 

TrJ = f11 + f22

� 

Δ = f11 f22 − f21 f12
con:

� 

(TrJ)2 − 4Δ > 0
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A∈[0,1]

P.F.Verhulst
(1804-1849)

K = capacità di carico 
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Rabbit
Sheep

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

P.F.Verhulst (1804-1849)
K = capacità di carico 

!N = aN(1− N
a
)

 [b =1,a = K ]
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� 

v1

� 

v2
Δ = 6 > 0
TrJ = 5 > 0

(TrJ )2 − 4Δ =1> 0



Δ = 2 > 0
TrJ = −3< 0

(TrJ )2 − 4Δ =1> 0

� 

v2



Δ = 3> 0
TrJ = −4 < 0

(TrJ )2 − 4Δ = 4 > 0

� 

v2



Δ = −1< 0
TrJ = −2 < 0



in-set

out-set



in-set






