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Tipologie di attrattori nella Mappa Logistica
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Quantificare il caos dinamicamente: PEsponente di Lyapunov

PLOT BIFURCATION + LYAPUNOV MAPPA LOGISTICA. NDIADE punto-fisso
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Mappe dissipative
bidimensionali:
la Mappa di Henon




1.1 Introduzione

La mappa di Hénon (1], introdotta per la prima volta da Michel Hénon nel 1976 (lo
stesso anno in cui May presentava su Nature il suo studio sulla mappa logistica),
é un sistema dinamico discreto dissipativo in due variabili caratterizzato dalle

seguenti equazioni accoppiate:

Tni1 = Yn +1 —Cz,°,

Yn+1 = Bz,

(1.1)

dove B e C sono due parametri di controllo, entrambi positivi. Si vede subito
che per B = 0 la mappa di Henon si riduce ad una mappa quadratica unidimensio-
nale, nella cui classe di universalitd rientra la mappa logistica. Per questo motivo
la mappa di Hénon pud essere considerata la generalizzazione bidimensionale (cioé

a due gradi di libertd) della logistica. Vediamo subito come implementare lo stu-
dio di questa mappa in ambiente Netlogo, dopodiché utilizzeremo quanto appreso
per introdurre un nuovo e fondamentale concetto, quello di ’dimensione frattale’.
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Le principali Categorie di Agenti in NetLogo
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Turtles
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World.
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coordinate xcor e ycor
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Esempi di variabili proprietarie
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ticks: 0 E‘

uos

globals[ C1 itime ]
breed [ mappe mappal
mappe-own [ X y ]

to SETUP N 2000 Y
ca
set itime 0
set—-default-shape mappe "dot"
create—-mappe N
[
set size 2 set color yellow
set x (random-float 0.1) X
set y (random-float 0.1)
setxy ((x / x-range) * max—-pxcor) ((y / y-range) x max-pycor)

]

do-bifurcation I —— O —
end X-range 1.50 y-range 0.50
to GO
:gi ;;;';: (ftine + 1) Tnyl = Yn + 1 - C$r12, Yn+1 = Bz,
[
let x-new (y + 1 —= (C % x * x) ) _
let y-new (B * x) B=0.3
set X x-new 0<C<1.4?2

set y y-new
let xx ((x / x-range) * max-pxcor) let yy ((y / y-range) s* max-pycor)
if (abs(xx) < max-pxcor and abs(yy) < max-pycor) [setxy xx yyl
]
if (itime mod 15 = @) [do-bifurcation]
end



globals[ C1 itime ]
breed [ mappe mappal
mappe-own [ x y 1]

to SETUP

BIFURCATION

variable

|

0.751

to GO Inp1=Yn+1- C$n2: Yn+1 = Bz,

to DO-BIFURCATION

set—-current-plot "Diagramma-di-Biforcazione"
clear-plot
set—-current-plot-pen "line-pen"
plotxy C -2 plotxy C 2
set—-current-plot-pen "default"
set-plot-x-range starting-C final-C
if-else (variable = "x")
[set-plot-y-range -1.4 1.5]
[set-plot-y-range -0.4 0.5]
set C1 starting-C
let passo ((final-C - starting-C) / 200)
repeat 200
[

let xx random-float 0.1

let yy random-float 0.1

XorY
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starting-C 0.000

repeat 200 [ let x-new (yy + 1 — (C1 % xx * xx)) let y-new (B * xx)

set xx x-new set yy y-new ]

repeat 200 [ let x-new (yy + 1 — (C1 * xx * xx)) let y-new (B * xx)

set xx x-new set yy y-new

if-else (variable = "x") [plotxy C1 xx] [plotxy C1 yy] 1

set C1 (C1 + passo)

end

]
final-C 1.420




Mappa-Henon.nlogo

x(n+1) = y(n) + 1 - C x(n)A2
MAPPA DI HENON y(n+1) = B x(n)

N — X I
X-range 1.50 y-range 0.50

iteration | —

SETUP 237 N 2000
N |

count points B 0.30

GO 2000 variable

o BIFURCATION X \V4

1

C 1.400

Diagramma-di-Biforcazione
15 '-_-x. -..-__..u—ﬂ'—--—u.___hh--h

XorY
.--'
ra
."-
- Ny

J’I'II'I'I'H.J'-I-I"- A ia J-l.\-':lal'r-.“l-\.rT-'T--Tm-ﬂ
i)
SO MY

o SRR T,y o SR RE T S, T LA

-1.4

0 C 1.42

I
starting-C 0.000 final-C 1.420




Quantificare il caos geometricamente: la Dimensione Frattale

Abbiamo gid visto in dettaglio come il calcolo dell’esponente di Lyapunov costi-
tuisca un importante strumento per la valutazione del grado di caoticitd nella
mappa logistica. Esso appartiene ad una classe di metodi basati essenzialmente
sugli aspetti dinamici (cioé dipendenti dal tempo) delle traiettorie seguite dal si-
stema che si sta studiando. Esiste peré un’altra grande categoria di metodi per
quantificare il caos, che si basa piuttosto sugli aspetti geometrici degli attrattori
e pid in particolare sul calcolo della loro dimensionalita [2].

Per un sistema dissipativo la dimensionalitd D di un attrattore, che deve ov-
viamente essere inferiore al numero di dimensioni dello spazio delle fasi in cui vive
I’attrattore stesso, é un indicatore molto utile per descrivere il comportamento a
lungo termine del sistema, in quanto permette di stimare il numero di gradi di
libertd che rimangono effettivamente attivi una volta che il sistema ha raggiunto
lo stato asintotico della sua dinamica. E evidente che un attrattore a punto fisso
avra una dimensione D = 0, mentre un attrattore a ciclo limite, essendo rappre-
sentato da una linea, avrd dimensione D = 1. Meno immediata sembra invece la
valutazione della dimensionalita di un attrattore caotico.




Reminder sulla dimensione frattale

Per descrivere matematicamente oggetti
complessi e frastagliat, come la linea
costiera di un’isola, il profilo di una catena
montuosa o la struttura di una nuvola, i
matematici hanno introdotto il concetto di
“frattale”.

Piu precisamente, il termine “frattale” venne coniato
nel 1975 dal matematico francese Benoit Mandelbrot,
e deriva dal latino fractus (rotto, spezzato), cosi come
il termine frazione.

Un frattale € un oggetto geometrico che si ripete nella sua
struttura allo stesso modo su scale diverse, ovvero che
non cambia aspetto anche se visto con una lente
d'ingrandimento. In altre parole € un oggetto dotato delle
proprieta di auto-similarita e invarianza di scala. Ma ha
anche la strana caratteristica matematica di possedere una
dimensione frazionaria.




La dimensione frattale
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Spazio degli stati 1D
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Se osserviamo in-
fatti attrattore della mappa di Hénon mostrato in Fig.1.1, ci rendiamo conto che
esso é costituito da un insieme molto fitto di punti che giacciono su delle linee che
a loro volta sembrano in qualche modo estendersi sulla tipica superficie a forma
di mezzaluna senza perd riempirla. Lo stesso Hénon si era quasi subito reso conto
del fatto che ciascuna delle linee dell’attrattore caotico, che a prima vista sembra-
no uniche, una volta ingrandita appariva in realta costituita da due linee distinte,
che a loro volta, ad ingrandimenti maggiori, diventavano prima quattro, poi otto,
e cosi via. Al lettore attento questa peculiaritd ricorderd quanto osservato in pre-
cedenza parlando del diagramma di biforcazione della mappa logistica: si tratta
infatti della cosiddetta autosimilarita, cioé la ripetizione delle medesime confi-
gurazioni geometriche a diverse scale di ingrandimento.

1.5 Dimensione frattale dell’attrattore
" Cross section caotico della mappa di Hénon:

== | Cantor set D=1.25+0.02
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Spazio degli stati 3D
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Queste considerazioni i 0@ICOIAre la Dimensione Frattale

spingono con insistenza a porci una domanda fondamentale: qual’é la dimensione

di un attrattore caotico? E la stessa domanda che si erano posti 1 matematici nei
primi anni Ottanta, e la risposta a cui arrivarono fu quanto meno sorprendente:
gli attrattori caotici sembrano infatti possedere una dimensione frazionaria, una
proprieta davvero molto bizzarra, tant’é che spesso ci si riferisce a questo tipo di
attrattori chiamandoli attrattori strani.

Gié nel 1975 il matematico francese (di origine polacca) Benoit Mandelbrot

aveva coniato il termine frattali (dal latino ’fractus, che significa 'rotto’, ’spezza-
to’) per riferirsi a quella intrigante categoria di oggetti la cui struttura autosimile
dava luogo ad una dimensionalité frazionaria [3]. Lo stesso Mandelbrot si cimenté
subito nel compito di individuare dei possibili metodi per stimare quella che da
quel momento in poi venne chiamata dimensione frattale, la quale, in sostanza,
esprimerebbe il grado di irregolaritd dell’oggetto frattale. Da allora molti altri
metodi sono stati elaborati a questo scopo e ad oggi esistono molte differenti mi-
sure della dimensione frattale (non sempre equivalenti) senza che nessuna di esse
possa pretendere di rappresentare la dimensione frattale. Una delle misure pia
note, probabilmente a causa della sua intuitivitd, é la cosiddetta dimensione di

box-counting D, che in realtd era stata gid introdotta nell’ambito dei sistemi
dinamici dal matematico russo Andrej Kolmogorov verso la fine degli anni "50 [4].

Benoit Mandelbrot (1924-2010) Andrei Kolmogdrov (1903-1987)



Reminder

La "firma’ matematica
dell'autosimilarita e della
invarianza di scala e la
legge di potenzal
(power law)

Pendenza (slope)
k =—Log(y )/ Log(x)

Log(numero di rami)

Log (dimensione dei rami)
] =
yax-k

albero frattale % %%




Dimensione Frattale di Box Counting 1D
Il metodo del box-counting si basa sul ricoprimento dello spazio delle fasi in f

cui si trova 'oggetto frattale, nel nostro caso ’attrattore strano, per mezzo di
un certo numero di cellette ("boxes’) di lato R. Nel caso unidimensionale queste
cellette saranno dei segmenti, in 2 dimensioni dei quadrati, in 3 dei cubi e cosi
via. A questo punto, per un valore fissato di R, basta contare il numero di cellette
N(R) necessario a contenere tutti i punti dell’attrattore e studiare come questo
numero varia al variare di R. E evidente che riducendo R, e dunque la dimensione
delle cellette, il numero N(R) tenderd ad aumentare in quanto saranno necessarie
sempre piu cellette per ricoprire ’attrattore. La dimensione di box-counting sara
dunque definita in modo da soddisfare la relazione

power law  N(R) = lim kR, (1.2)

R0

dove k é una costante di proporzionalitd. Prendendo il logaritmo di entrambi i
membri e trascurando i termini che svaniscono per R che tende a zero, si ottiene
subito ’espressione finale di D,

. logk
(hm > %0] 5 IO AL (1.3)

-0 log R k-0 logR

la quale, come é semplice verificare, produce come risultato 0 se applicata ad un
punto, 1 se applicata a un segmento, e cosi via. Questo dimostra che si tratta di
una misura affidabile della dimensionalitd di un oggetto, e dunque che pud essere
ragionevolmente utilizzata anche per la valutazione di dimensioni frazionarie.




_ .. logN(R) - -
Dy =~ lim = b Alcuni esempi:
To gain some confidence that Eq. (9.7-3) gives a reasonable definition of 1 punto
dimension, let us apply it to some simple examples. First, consider a two-
dimensional space and let the geometric object be a point. In this case, the box is ]

just a square of side R. Only one box is needed to contain the point; therefore, we
have N(R) = 1 for all values of R. Using this resultin Eq. (1.3) gives D, =0, just
as we would expect for a point.

What happens if the object consists of a_ number of isolated points? The ,,niiisolati
answer is that D, is still equal to 0. To see how this comes about, let N be the
number of isolated points. When R is small enough (smaller than the smallest |~ — -]
distance between neighboring points), we will have one box around each point. ]
When R gets smaller than this value, the numerator in Eq. (1.3) ' stays fixed while — —J [ [
the denominator grows (more negative) without limit. So again we have D, = 0. o ] ]

As a second example, let us use a line segment of length L as the geometric 1 segmento
object. In this case we need N(R) = L/R boxes to cover the segment. [When N is

sufficiently large, we can safely ignore any fraction of a box in counting VN(R).] We « L P
now use this value in Eq. (1.3) ' to find e e
R
D w=lan DB R i WEL-TgR _; (9.7-4) =
k-0  JogR k-0 JogR

, R=1L—» N(R)=6
As we expect, the box-counting dimension of a line segment is equal to 1. 6



La curva
di Koch

Procedura di generazione della
curva di Koch a partire da un
segmento di lunghezza unitaria:

1. dividere il segmento in tre
segmenti uguali;

2. cancellare il segmentino centrale,
sostituendolo con due segmenti ad
esso identici che costituiranno i due
lati di un triangolo equilatero;

3. tornare al punto 1 per ognuno
deqgli attuali segmenti.

dim=1
i
=1
M=0
4 /’/ )
_/ ! M=1




La curva
di Koch

Si noti che al passo M-esimo si hanno
N=4M segmentini, ciascuno di lunghezza
R=(1/3)M =3M (M -0 >R 0).

Sostituendo  questi  valori,
rispettivamente, ad N(R) ed R
nell’Eq.(1.3) avremo quindi:

logN(R) _ i log4"

D, =—lim

_ lim Mlog4 log4

70 logR  M-=log(1/3)"

dim=1
i1
L=1
M=0
— M=1
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Dimensione Frattale di Correlazione

Nonostante la sua ragionevolezza e semplicitd, perd, 'applicazione pratica del
metodo del box-counting é abbastanza dispendiosa dal punto di vista computa-
zionale, in quanto il numero di operazioni da eseguire cresce esponenzialmente
con le dimensioni dello spazio delle fasi in cui Ioggetto frattale é situato. E per
questo motivo che, soprattutto per la caratterizzazione degli attrattori caotici,
spesso si preferisce utilizzare un’altro metodo, introdotto da Grassberger e Pro-
caccia nel 1983 [5], basato sul calcolo della cosiddetta somma di correlazione. Si
tratta di una tecnica che conta direttamente i punti di un attrattore senza ri-
chiedere il partizionamento dello spazio delle fasi, e dunque permette di giungere
molto pitd rapidamente alla valutazione della sua dimensione frattale, che in que-
sto caso prende il nome di dimensione di correlazione. Sard proprio di questa
tecnica che ci serviremo per stimare la dimensione frattale dell’attrattore strano
di Hénon. Passiamo subito, quindi, ad esaminarla in dettaglio [2].

Peter Grassberger (1940) ltamar Procaccia (1949)



Dimensione di Correlazione di un attrattore (traiettoria)
formato da N punti

L’idea di Grassberger e Procaccia consiste nel calcolare, per ogni punto F;
dell’attrattore, il numero N;(R) di punti che si trovano all’interno di una circon-
ferenza di raggio R centrata sul punto P; (escludendo quest’ultimo) e di ottenere
da questa la quantitd p;(R) = N;(R)/(N — 1), che rappresenta quindi la
frazione di punti situati ad una distanza dal punto P; inferiore ad R. A questo
punto la somma di correlazione C(R) si definisce semplicemente come:

N
C(R) = 5 Sp(R) (14

e risulta compresa tra 0 e 1 (due situazioni limite che corrispondono, rispettiva-

mente, ai due casi in cui R é pid piccolo della distanza minima tra due punti
qualunque dell’attrattore o é pid grande di\quella massima).

'

C(R)=1: tutti i punti cadono dentro la circonferenza C(R)=0 : nessun punto cade dentro la circonferenza

Traiettoria . ®

formatada N .
punti ®

Attrattore
formatoda N
punti




In analogia a quanto visto nel caso della dimensione di box-counting, la dimen-
sione di correlazione D, risulta allora definita come quel numero che soddisfa la
relazione

C(R) = Ilim}] kRP-, (1.6)
da cui, passando ai logaritmi, avremo finalmente:
.. logC(R)

D. = }213) logR (L.7)

A volte la dimensione di correlazione 1.7 viene chiamata anche correlation scaling
indez, in quanto ci dice proprio come la somma C(R) scala con il raggio R. In
pratica, poiché evidentemente é impossibile nei calcoli al computer far tendere R a
zero, si preferisce calcolare la C(R) all’interno di un certo range [R—min, R—maxz)]
e plottare il logC(R) in funzione del log(R) in quel range: il valore di D, si ricavera
dalla pendenza di questa curva nella regione in cui essa segue un andamento
approssimativamente lineare. E questo é esattamente quello che faremo tra un
attimo, applicando 'intera procedura appena descritta all’attrattore strano della
mappa di Hénon.

Attrattore
formatoda N

punti

Traiettoria
formatada N .
punti ®




Mappa-Henon-Corrdim.nlogo

to CALCULATE-CORRELATION-DIMENSION

set iter 1

set scaling-index 0

let C-min 100 let C-old 0

let R-step @ let R-old R-min let R R-min
while [R <= R-max]

[

if (R >= 1.0E-4 and R < 1.0E-3) [set R-step 1.0E-4 ]
if (R >= 1.0E-3 and R < 1.0E-2) [set R-step 1.0E-3 ]
if (R >= 1.0E-2 and R < 1.0E-1) [set R-step 1.0E-2 ]
if (R >= 1.0E-1 and R <= 1 ) [set R-step 1.0E-1 ]
if (R>=1 and R <= 10 ) [set R-step 1 ]

if (R >= 10 and R <= 100 ) [set R-step 10 1]

let C-sum 0

ask mappe

let t-cont (count (mappe in-radius R))
set C-sum (C-sum + (t-cont / (N - 1)))
]
set C-sum (C-sum / N)
if (R = R-min) [set C-old C-sum]
set-current-plot "Correlation-Sum-Plot"
plotxy log R 10 log C-sum 10
if (R > R-min)
[

iter
DIMENSIONE DI CORRELAZIONE 42

scaling-index
1.249

o

Correlation-Sum-Plot

3
O
(=2
S
-4
-2.373 Log R 1.995
R-min 0.00424 R-max 98.75
Correlation-Scaling-Index-Plot
1.33
x
[
el
£
()]
£
©
o
wv
-0.1
-2.373 Log R 1.995

set scaling-index ((log C-sum 10 — log C-old 10) / (log R 10 - log R-old 10))

set-current-plot "Correlation-Scaling-Index-Plot"
plotxy (log R 10) scaling-index
set R-old R
set C-old C-sum
set iter (iter + 1)

]

set R (R + R-step)

]

end




Mappa-Henon-Corrdim.nlogo
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MAPPA DI HENON et ) = Yo 1= x(mA2 iteration I —
SETUP 321 N 2000
|
count points B 0.30
GO 2000 N | —
ol —— C 1.40
iter scaling-index
DIMENSIONE DI CORRELAZIONE 42 1.263
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Felix Haussdorf

I valori scelti per R — min (dell’ordine di 1073) ed R — maz (dell’ordine di 10?)
sono abbastanza tipici e possono essere utilizzati per esplorare il comportamento
asintotico dell’indice di scaling al variare del parametro di controllo C, e dunque
del tipo di attrattore. Fissato al solito B = 0.3, per C = 1.4 troviamo ['attrattore
strano di Fig.1.4 e dal relativo plot si vede chiaramente che 'indice di scaling,
che poi non é nient’altro che la dimensione di correlazione, si assesta attorno al
valore 1.23 (mostrato anche nella casella del monitor scaling-index in alto a
destra): come ci si aspettava, la dimensione dell’attrattore strano risulta essere
frazionaria e compresa tra 1 e 2. Il valore trovato risulta anche in buon accor-
do con il valore della cosiddetta dimensione di Haussdorf (introdotta nel 1918
dal matematico tedesco Felix Haussdorf per misurare la dimensionalitd di spazi
metrici arbitrari, e che poi si é rivelata molto utile anche come dimensione frat-

(1868-1942)  tale), che per l'attrattore caotico di Hénon é circa 1.26.
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Per valori di C inferiori
a C ~ 1.06 (come si vede anche in Fig.1.1) gli attrattori della mappa di Hénon
sono di tipo punto fisso o ciclo limite, quindi le mappe si concentreranno in punti
isolati sullo schermo (in numero pari al periodo del ciclo limite, ovvero numero
di rami della biforcazione corrispondente). Ad esempio, in Fig.1.5 é mostrato il
calcolo della dimensione di correlazione nel caso C' = 0.43 (sempre per B = (.3),
dove 'attrattore é un ciclo limite di periodo due: nel World sono visibili solo due
punti, e la somma di correlazione rimane costantemente nulla, cosi come 1'indi-
ce di scaling. La dimensione dell’attrattore é dunque 0, come anche in questo
caso ci si aspettava trattandosi di punti isolati.
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Figura 1.5: Calcolo della dimensione di correlazione di un attrattore a ciclo limite
della mappa di Hénon, di periodo 4.



Se invece andiamo a calcolare
la dimensione di correlazione del quadrato delle condizioni iniziali che abbiamo
finora utilizzato per studiare ’evoluzione delle mappe di Hénon, e che in Fig.1.6
appare come un rettangolo a causa del differente rapporto di scala dei due assi
del World (z — range # y — range), vediamo come l'indice di scaling si assesti
rapidamente sul valore 1.912, molto vicino a 2 in quanto le mappe ricoprono qua-
si uniformemente la superficie bidimensionale 0.120.1.
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Figura 1.6: Calcolo della dimensione di correlazione del quadrato 0.1z0.1 delle
condizioni iniziali.



Come si vede dal relativo

slider, si é utilizzato un valore di R — maz inferiore a quello usato nei due casi
precedenti per rimanere all’interno della regione di R in cui la curva C(R) soddi-
sfa la relazione 1.6, ossia in cui la sua pendenza rimane sufficientemente costante
da permettere la valutazione dell’indice di scaling D. (questa regione prende il
nome di scaling region).
Si notera anche che in questo caso abbiamo dovuto usare un numero maggiore
di mappe rispetto ai casi precedenti, N = 10000 per l'esattezza, per rendere il
ricoprimento del quadrato iniziale il pit uniforme possibile. Il lettore pué speri-
mentare da sé che usando un numero inferiore di mappe, ad esempio 5000, nelle
medesime condizioni dell’esempio appena visto, si sarebbe ottenuto un indice di
scaling pari a 1.866, dunque minore rispetto a prima, in quanto il ricoprimento
sarebbe stato meno fitto.
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Dimensione di Correlazione nella Mappa-Logistica
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Dimensione frattale dell’attrattore
caotico della mappa logistica: D = 0.500 + 0.005
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Dimensione di Correlazione nella Mappa-Logistica
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Fig. 9.10. The same calculation as shown in Fig. 9.9 but with 1,000 data points used for
calculating the correlation sum. The probabilities for each value of R were averaged over 40
randomly chosen points. The effects due to the finite number of data points are pushed to
smaller values of R. The slope is much closer to that found by GRP83.



Dimensione di Correlazione nella Mappa-Logistica
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