
Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche

Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche



< 0



= 0









� 

Coordinate  Part.1 
(q1,q2,q3, p1, p2, p3)
≡ (r1x,r1y,r1z, p1x, p1y, p1z)

� 

Coordinate  Part.2  
(q4 ,q5,q6, p4, p5, p6)

� 

         Coordinate  Part.N  
(q3N −2,q3N −1,q3N , p3N −2, p3N −1, p3N )

...........



� 

H(q, p) ≡
Etot = K(p) +U(q)

� 

qi(t)

� 

pi(t)



Sistema Hamiltoniano
ad N gradi di libertà

(2N dimensioni)

qi = fi (qi, pi )
pi = gi (qi, pi )

� 

≡

� 

i = 1...N

fi (qi, pi ) =
∂H (qi,pi )

∂ pi

gi (qi, pi ) = −
∂H (qi,pi )

∂qi

Hamilton’s
Equations





Sistema Hamiltoniano
ad 1 grado di libertà
(Phase space a 2N=2 

dimensioni, non si può 
avere caos)

N=1

N=2
Sistema Hamiltoniano

a 2 gradi di libertà
(Phase space a 2N=4 

dimensioni, si può avere 
caos!)

� 

˙ q 1 = ˙ x 1 = f1(x1, x2)
˙ p 1 = ˙ x 2 = f2(x1,x2)

� 

˙ q 1 = ˙ x 1 = f1(x1, x2, x3, x4 )
˙ p 1 = ˙ x 2 = f2(x1, x2,x3,x4 )
˙ q 2 = ˙ x 3 = f3(x1, x2,x3,x4 )
˙ p 2 = ˙ x 4 = f4 (x1, x2,x3,x4 )



Sistema Hamiltoniano
a 2 gradi di libertà
(2N=4 dimensioni)

La traiettoria è confinata all’interno 
del volume 3D di un toro,

ipersuperficie ad energia costante
2N-1=3 dim.

Esempi:

Sistema Hamiltoniano
ad 1 grado di libertà
(2N=2 dimensioni)

La traiettoria è confinata lungo una linea chiusa 
1D (toro unidimensionale), luogo dei punti dello 

spazio delle fasi ad energia costante

2N-1=1 dim.



< 0

fixed points (dim=0)

limit cycles (dim=1)

quasiperiodic
attractors (dim=2)

REMINDER:

chaotic attractors
(2<dim<3)



Conservazione del volume nello Spazio delle Fasi



cfr.Teorema di Schwarz

  

� 

div
 
f = 0 =0



H=H(q0,p0)





Costante del Moto!∀t

Esempio di sistema integrabile: 
N=1: 2D phase space e 1D energy surface



azione maggiore

azione minore

� 

θi(t) = F(qi, pi)
Ji(t) = G(qi, pi)

Trasformazioni Canoniche



Nota:

Caso Speciale: variabili azione-angolo per un sistema integrabile





(           )



=0







� 

J

� 

θ

.

Spazio delle Fasi 2D dell’Oscillatore Armonico



� 

J

� 

θ

.
q(t) =

p(t)
m

= − k
m
q(t)

q(t) = Asin(ωt +θo )
p(t) = m q(t) = mωAcos(ωt +θo )

with  ω = k
m



(8.4-11)

� 

J

� 

θ
p(t) = 2mωJ sinθ (t)

q(t) = 2J / (mω ) cosθ (t)

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 → 

p '(t) = J sinθ (t)

q '(t) = J cosθ (t)

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

θ (t) =ωt +θ (0)



� 

J

� 

θ

.
punto ellittico

Punti fissi per l’Oscillatore Armonico non smorzato e smorzato

=0

=0



Oscillatore Armonico 
non Smorzato

!q = p  (m =1) 
!p = −kq

⎧
⎨
⎩

Oscillatore Armonico 
Smorzato

!q = p   (m =1)
!p = −bp − kq

⎧
⎨
⎩

!!q + kq = 0
Punto Ellittico:
q = 0 , p = 0

k

-b

q + b q + kq = 0
Attrattore a punto fisso:

q = 0 , p = 0




