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Equazione di Boltzmann

Distribuzione di
Maxwell-Boltzmann
all’equilibrio

1-punto = 1-particella

Da Boltzmann …
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Riepilogo: Lo Spazio delle Fasi di Gibbs

3N equazioni 
di Hamilton

Ipersuperficie di Energia 
nello Spazio Γ di Gibbs

(6N-dim)



Per quanto appena detto, nella rappresentazione di Gibbs un ensemble può essere convenien-

La Funzione Densità e la Teoria degli Ensemble

Spazio delle fasi Γ
di Gibbs
(6N-dim)

punti rappresentativi
dello stesso sistema 
macroscopico (microstati) 
contenuti nell’elemento di 
volume al tempo t , con 
densità ρ



Per quanto appena detto, nella rappresentazione di Gibbs un ensemble può essere convenien-

Lo spazio delle fasi di Gibbs può
quindi immaginarsi suddiviso in
regioni (macrostati) corrispondenti
a collezioni (ensemble) di
microstati macroscopicamente
indistinguibili l’uno dall’altro:

macrostati
microstati

Spazio delle fasi Γ
di Gibbs
(6N-dim)

La Funzione Densità e la Teoria degli Ensemble



Equazione di 
Continuità

Il Teorema di Liouville

Punto di vista 

Euleriano
Punto di vista Lagrangiano

  

� 

∂ρ
∂t

+
 
∇ ⋅
 
J = 0

Joseph Liouville
(1809-1882)



L’Ipotesi Ergodica

Traiettoria
Spazio delle fasi accessibile

Ritratto dello spazio delle fasi del punto
rappresentativo di un insieme di molecole gassose.
Qui regna incontrastato il caos e la traiettoria esplora,
a lungo andare, ogni regione dello spazio delle fasi
accessibile (ipersuperficie ad energia costante): il
sistema è ergodico.

Si può anche dimostrare che l’ergodicità
deriva dall’ipotesi di caos molecolare
(mixing)



Media Temporale e Media di Ensemble

Media temporale

In questo caso la media di una certa funzione (un’osservabile) viene calcolata su tutti i
microstati che il sistema ha attraversato durante l’intervallo di tempo T. Per sistemi
composti da un numero N molto grande di particelle, un approccio basato
sull’evoluzione temporale del sistema risulta molto complicato.

Occorre risolvere le 3N 
equazioni di Hamilton!

L’approccio di Gibbs ci semplifica le cose: poichè infatti, dopo un tempo
sufficientemente grande, si può supporre che il nostro sistema (che ipotizziamo isolato e
macroscopicamente caratterizzato da un numero N di particelle, da un volume V e da una
energia totale E) abbia attraversato tutti i possibili microstati compatibili con un certo
macrostato ad N, V ed E fissati, allora si può sostituire alla media temporale una nuova
media ad essa equivalente, la cosiddetta “media di ensemble”, calcolata considerando i
valori medi istantanei che una data osservabile assume in tutti i microstati compatibili
con il macrostato considerato, cioè calcolata sull’ensemble formato da tutti i punti dello
spazio delle fasi che rispettano i vincoli macroscopici del sistema all’istante t.

Media di Ensemble
(di Gibbs)



Analogia con lo spazio delle possibili combinazioni di due dadi
macrostati microstati N° di microstati

36 Microstati 
Equiprobabili

Il Postulato dell’Equiprobabilità a Priori: 
l’Ensemble Microcanonico

Funzione Densità
Microcanonica



Il Postulato dell’Equiprobabilità a Priori: 
l’Ensemble Microcanonico

Funzione Densità
Microcanonica

La dimensione (cioè il volume) di ogni
ensemble sarà proporzionale al numero di
possibili microstati equivalenti al
macrostato considerato e, nell’ipotesi che
tutti i microstati siano equiprobabili, sarà
quindi proporzionale alla probabilità del
macrostato!



La Funzione di Partizione Microcanonica

Funzione di Partizione
Microcanonica

VOLUME = 
PROBABILITA’
(del macrostato)
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: iper-guscio sferico

iper-sfera



(a)  Estensività/Additività

Estensività:

Additività:

Entropia

NOTA IMPORTANTE:

L’Estensività è una proprietà fisica
che l’Entropia non può non avere

L’Additività è una proprietà
formale, in linea di principio non
indispensabile



N1,V1 N2,V2

Entropia

additiva!



probabilità dei 2 
macrostati ad E1 ed E2

Sono una sorta di spettri discreti
di energia (con valori compresi
tra 0 ed E) per i due sottosistemi



probabilità del macrostato
complessivo = prodotto delle prob. 

dei 2 macrostati individuali



E1 E2



Additività

Estensività



Equilibrio Termico!



(b)  Seconda Legge della Termodinamica



Crescita dell’Entropia nello Spazio delle Fasi
di un Sistema Isolato (E costante) 

T1=T2

EQUILIBRIO TERMICO

MAX VOLUME NELLO 
SPAZIO DELLE FASI

= MAX ENTROPIA



La probabilità che m pallini distribuiti a
caso finiscano nelle caselle speciali, che
occupano un decimo del volume totale, è
pari (nel limite di un grandissimo numero
totale di caselle) a .

� 

1/10m

Per un gas reale in una scatola di un metro
cubo di volume, se la zona speciale ha un
volume di un centimetro cubo, la
probabilità che le 1025 molecole si trovino
tutte concentrate nella zona speciale è:

� 

1/(106)10
25

Quindi la regione dello spazio delle fasi
corrispondente al gas concentrato nella
zona speciale ha un volume di solo

� 

1/1060  000  000  000  000  000  000  000  000

di quello della regione corrispondente al
gas uniformemente distribuito in tutta la
scatola (equilibrio termico).

Roger Penrose, 1992

Crescita dell’Entropia nello Spazio delle Fasi
di un Sistema Isolato (E costante) 



Se dunque l’entropia dell’universo cresce nel tempo, andando a 
ritroso, lo stato da cui l’universo è partito miliardi di anni fa 
(Big Bang?) doveva avere un’entropia molto bassa, cioè una 

probabilità molto bassa e un piccolo volume nello spazio delle 
fasi… ma QUANTO piccolo?

BIG-BANG!



Breve Parentesi Cosmologica

1992

1994 2004 2011



Qual’è l’origine della bassa entropia degli 
organismi viventi sulla Terra?

e bassa 
entropia

e alta 
entropia



Perché esistono dei 
punti caldi nel cielo (stelle)?



La radiazione cosmica di fondo (CBR, 1964)

COBE (NASA 1989)
WMAP (NASA 2001)

PLANCK (ESA 2009)

Principali missioni
scientifiche (satelliti sonda):



Big Bang (?) e Inflazione



La gravità sembra quindi essere all’origine della bassa 
entropia del gas diffuso primordiale, una miscela di 
fotoni (CBR), protoni, elettroni, deutoni e neutrini…



Effetti sull’entropia dell’azione dei 
gradi di libertà gravitazionali

Gravità trascurabile

Gravità non trascurabile

GAS IDEALE
IN UNA SCATOLA

GAS DIFFUSO
PRIMORDIALE



Modelli di Universo di 
Friedman-Robertson-Walker (FRW)

Singolarità iniziali

Singolarità finali



Big Bang e Big Crunch (o buchi neri)

Singolarità finali
ad alta entropia
(WEYL=inf.
RICCI=0)

Singolarità iniziali
a bassa entropia
(WEYL=0
RICCI=inf)



1992



L’incredibile vincolo WEYL=0

1/1010123



Perché viviamo in un universo favorevole alla vita?

Paul C.W. Davies

“L’universo sembra indubbiamente progettato con un elevato livello di
ingegnosità. E anche se in linea di principio potrebbe non esserci nessuna
ragione per cui le cose siano come sono, bisognerebbe comunque
rispondere alla domanda: come è possibile che un universo veramente
assurdo ne simuli in modo così convincente uno dotato di senso?”


