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Da un punto di vista topologico (cioè
se ci interessa invece sapere “chi
interagisce con chi”) è anche possibile
descrivere un sistema complesso
come una rete (network) costituita da
un certo numero di nodi (particelle,
cellule, piante, animali, individui,
opinioni, automobili, etc...) collegati tra
loro per mezzo di links che esprimono
delle relazioni tra i nodi:

Da un punto di vista dinamico è
possibile descrivere un sistema
complesso come un insieme
costituito da numerosi elementi, detti
anche “agenti” (particelle, cellule,
piante, animali, individui, opinioni,
automobili, etc...), che interagiscono
tra loro di solito in maniera non
lineare spostandosi all’interno di un
certo spazio (reale o virtuale) e
secondo certe regole:



Autosimilarità e 
Invarianza di Scala



Legge di Potenza
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Autosimilarità e 
Invarianza di Scala

Non linerarità e 
Soglie Critiche



I sistemi non lineari di solito non cambiano gradualmente ma attraversano 
delle SOGLIE CRITICHE dopo le quali la loro struttura (nello spazio) e/o il 
loro comportamento (nel tempo) cambia drasticamente…

parametro 
d’ordine

parametro di 
controllo



I sistemi soggetti alla criticità autorganizzata non hanno bisogno di
regolare «a mano» il parametro di controllo ma si portano
«spontanemente» al confine tra ordine e disordine, ossia nel cosiddetto
«stato critico»…

parametro 
d’ordine

parametro di 
controllo



Si tratta di una situazione di estrema instabilità e intermittenza situata al
confine tra ordine e disordine, molto sensibile alle condizioni iniziali e
fortemente dipendente dalla storia passata del sistema, nella quale cause
anche molto piccole possono essere amplificate, per effetto domino, dalle
“dita invisibili” formate delle correlazioni che attraversano il sistema, fino a
produrre effetti (“valanghe” o eventi estremi) di qualunque dimensione!

tempo

EVENTI ESTREMI
dimensione 
delle “valanghe”



dimensione 
delle “valanghe”

Si tratta di una situazione di estrema instabilità e intermittenza situata al
confine tra ordine e disordine, molto sensibile alle condizioni iniziali e
fortemente dipendente dalla storia passata del sistema, nella quale cause
anche molto piccole possono essere amplificate, per effetto domino, dalle
“dita invisibili” formate delle correlazioni che attraversano il sistema, fino a
produrre effetti (“valanghe” o eventi estremi) di qualunque dimensione!

LaLegge di Potenza

Eventi estremi



Nel modello OFC ogni celletta simula un blocco di
crosta terrestre soggetto a uno stress sismico Fi
(l’intensità del colore blu è proporzionale allo
stress). Inizialmente lo stress è su ogni celletta è
distribuito casualmente, poi viene fatto aumentare
gradualmente in maniera uniforme per simulare ad
esempio uno spostamento di faglia. Appena lo
stress su una certa celletta supera la soglia critica
Fth (uguale per tutte le cellette) parte l’effetto
domino: la celletta in questione (colorata in rosso)
scarica tutto il suo stress sulle cellette vicine (a
meno di un certo fattore di dissipazione regolato
dal parametro 𝛼), che a loro volta, grazie a questo
surplus di stress, potrebbero superare la soglia
(diventando rosse) e scaricare sulle vicine, e così
via, finchè non ci sono più celle che superano la
soglia.

Il numero totale di celle rosse alla fine dell’evento
sismico rappresenta la sua «size», o dimensione,
legata (nella realtà) all’energia rilasciata.
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(diventando rosse) e scaricare sulle vicine, e così
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Il numero totale di celle rosse alla fine dell’evento
sismico rappresenta la sua «size», o dimensione,
legata (nella realtà) all’energia rilasciata.

Dita invisibili
di instabilità

La dinamica dello stato critico implica quindi che tutti i terremoti (o le altre tipologie di eventi simili) nascono «piccoli».
Se e quanto diventeranno «grandi», dipende solo dalle dita invisibili di instabilità che percorrono il sistema. Per questo
motivo, prevedere l’occorrenza di eventi estremi in un sistema nello stato critico è di fatto impossibile.
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“[...]Credo sia ormai chiaro perché il mondo umano è così interessante.
Abbiamo visto che, a molti livelli, è realmente soggetto alle stesse
fluttuazioni del mucchietto di sabbia o di un magnete nel punto critico e,
come quei due sistemi, è caratterizzato da una accresciuta capacità di
diffusione delle influenze. Se la struttura sociale e politica del mondo è
davvero organizzata in tal modo, dovremo imparare a considerare
naturale l’imprevisto. Oggi viviamo in un’epoca relativamente pacifica.
Può darsi che la relativa calma duri un altro secolo, come può darsi che
entro cinque anni scoppi un’altra guerra mondiale; chi può dirlo? Il
nostro paese potrebbe sopravvivere ancora cinquecento anni o sgretolarsi
fra trenta. Se il mondo è critico, si potranno analizzare le cause locali e si
potrà cercare di capire in che modo le forze politiche e sociali
determinino qui e là cambiamenti storici; ma se gli esiti finali di un
evento dipendono dalla maniera in cui gli elementi in gioco si collegano
per produrre dita di instabilità che percorrono il mondo intero, diventa
praticamente impossibile prevedere il futuro. Insomma non si può
presupporre che le tendenze persistano e l’unica cosa che si può
prevedere è che il futuro continui a sfuggire alla nostra comprensione.
Proprio per questo, forse, la storia è interessante: non è né statica né
casualmente mutevole, ma si trova in equilibrio precario tra l’uno e
l’altro polo, sicché, come il mucchio di sabbia, è sempre sull’orlo di
sconvolgimenti drammatici”.

2001



RECENTEMENTE SI E’ SCOPERTO CHE ANCHE IL NOSTRO CERVELLO SI TROVA
NELLO “STATO CRITICO”, AL “MARGINE DEL CAOS”, E PRESENTA “VALANGHE” DI
SCARICHE NEURONALI SINCRONIZZATE DI TUTTE LE DIMENSIONI...

P.Moretti, M.A.Munoz, “Griffiths phases and the stretching of criticality
in brain networks”, Nature Communications 4, 2521 (2013)

LaLegge di 
Potenza



P.Moretti, M.A.Munoz, “Griffiths phases and the stretching of criticality
in brain networks”, Nature Communications 4, 2521 (2013)

RECENTEMENTE SI E’ SCOPERTO CHE ANCHE IL NOSTRO CERVELLO SI TROVA
NELLO “STATO CRITICO”, AL “MARGINE DEL CAOS”, E PRESENTA “VALANGHE” DI
SCARICHE NEURONALI SINCRONIZZATE DI TUTTE LE DIMENSIONI... MA IN QUESTO,
COME VEDREMO, GIOCA UN RUOLO IMPORTANTE ANCHE LA SUA TOPOLOGIA…

LaLegge di Potenza



Da un punto di vista topologico (cioè
se ci interessa invece sapere “chi
interagisce con chi”) è anche possibile
descrivere un sistema complesso
come una rete (network) costituita da
un certo numero di nodi (particelle,
cellule, piante, animali, individui,
opinioni, automobili, etc...) collegati tra
loro per mezzo di links che esprimono
delle relazioni tra i nodi:

Da un punto di vista dinamico è
possibile descrivere un sistema
complesso come un insieme
costituito da numerosi elementi, detti
anche “agenti” (particelle, cellule,
piante, animali, individui, opinioni,
automobili, etc...), che interagiscono
tra loro di solito in maniera non
lineare spostandosi all’interno di un
certo spazio (reale o virtuale) e
secondo certe regole:



Autosimilarità e 
Invarianza di Scala

Non linerarità e 
Soglie Critiche

Reti Complesse tra 
Ordine e Caos



L’esperimento di Stanley Milgram 
(Harvard, anni ’60)

160 persone 
prese a caso ad 
Omaha, 
Nebraska…

… un agente di 
Borsa di 
Boston, 

Massachussets

Quanti passaggi li separano?



…la risposta è:

La rete sociale degli
Stati Uniti è un 

“piccolo mondo”!



Successive ricerche hanno dimostrato che anche
la rete sociale mondiale è un “piccolo mondo”!

“SIX DEGREES OF SEPARATION”
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“SIX DEGREES OF SEPARATION”



Oggi, grazie a Facebook,
i 6 gradi di separazione
si sono ridotti a soli
……3,74!!!

Il nostro ”piccolo mondo” sembra
diventare sempre più piccolo…



Ma quanto è generale
il fenomeno del 

“piccolo mondo”?



Chi è questo attore?

KEVIN BACON



https://oracleofbacon.org

Brad Pitt



https://oracleofbacon.org

Natalie Portman



https://oracleofbacon.org

Charlie Chaplin



Ci dispiace per lui ma in realtà Kevin Bacon 
non ha proprio nulla di speciale!!!

Kevin Bacon sembra essere al centro della
rete delle collaborazioni tra gli attori… ma è
veramente così?

nodi=attori

links=film

Rete di collaborazioni cinematografiche



https://oracleofbacon.org

Natalie Portman



https://oracleofbacon.org

Natalie Portman



Rank Name Average
distance

# of
movies

# of
links

1 Rod Steiger 2.537527 112 2562
2 Donald Pleasence 2.542376 180 2874
3 Martin Sheen 2.551210 136 3501
4 Christopher Lee 2.552497 201 2993
5 Robert Mitchum 2.557181 136 2905
6 Charlton Heston 2.566284 104 2552
7 Eddie Albert 2.567036 112 3333
8 Robert Vaughn 2.570193 126 2761
9 Donald Sutherland 2.577880 107 2865

10 John Gielgud 2.578980 122 2942
11 Anthony Quinn 2.579750 146 2978
12 James Earl Jones 2.584440 112 3787
…

876 Kevin Bacon 2.786981 46 1811
…

Lista di “centralità” nella rete di 
collaborazione degli attori (212250 actors)

876 Kevin Bacon 2.786981 46    1811   



Anche la rete degli attori è un
“piccolo mondo”:

Ma quanto è generale il fenomeno del 
“piccolo mondo”?



Reti di collaborazioni scientifiche
http://www.ams.org/mathscinet/collaborationDistance.html
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Reti di collaborazioni scientifiche
http://www.ams.org/mathscinet/collaborationDistance.html



Pál Erdös (Ungheria, 1913-1996)



Pál Erdös (Ungheria, 1913-1996)

I grafi regolari
NON posseggono
la proprietà di
piccolo mondo!!!

1
2

345

N=20 nodi



Pál Erdös (Ungheria, 1913-1996)

1



Rete di amicizie casuali (random):

4 passaggi: 5 passaggi: 6 passaggi:



Dunque i grafi casuali
posseggono la proprietà di
piccolo mondo!!!

Però a ben guardare manca
loro un’altra essenziale
proprietà delle vere reti
sociali…



Social Networks: Facebook



Social Networks: Facebook



Social Networks: Facebook



Su Facebook, come in tutte le vere reti
sociali, i nostri amici sono spesso anche
amici tra di loro!

triangoli
di amicizie non ci sono 

“triangoli”!



Su Facebook, come in tutte le vere reti
sociali, i nostri amici sono spesso anche
amici tra di loro!

Quello che manca alle 
reti casuali è quindi:

triangoli
di amicizie



Le reti sociali, come molti altri tipi di reti complesse, sono
solitamente costituite da comunitá, le quali possono essere
intuitivamente definite come gruppi di nodi che risultano piú
densamente connessi se confrontati con il resto della rete:

legami forti



Mark Granovetter (Baltimora, 1973)



Mark Granovetter (Baltimora, 1973)

Taglio di 3 
legami forti



Mark Granovetter (Baltimora, 1973)

Non ci sono 
conseguenze sulla 
connettività globale!



Mark Granovetter (Baltimora, 1973)

Taglio di 3 
legami deboli



Mark Granovetter (Baltimora, 1973)

Una comunità 
rimane isolata!



1998 - Watts e Strogatz (USA) 
Scoprono che il segreto delle
reti “piccolo mondo” si trova al
confine tra ordine e disordine!

Ha una forte aggregazione,
ma non è un ‘piccolo mondo’ ma non ha aggregazione

E’ un ‘piccolo mondo’.

Watts and Strogatz, Nature 393, 440 (1998)

E’ un ‘piccolo mondo’ 
ma ha anche una forte 

aggregazione!



C(p) : coefficiente di aggregazione (clustering) 
L(p) : minimo cammino medio

(Watts and Strogatz, Nature 393, 440 (1998))



Watts and Strogatz, Nature 393, 440 (1998)

k=numero di links 

P(k)=frazione di 
nodi con quel 
numero di links

Gli Small Worlds di Watts e Strogatz sono
reti ‘egualitarie’, cioè tutti i nodi hanno
circa lo stesso numero k di links:



Reti di neuroni

Nodi:  neuroni

Links: assoni e sinapsi

Reti elettriche

Nodi:  centrali elettriche

Links: reti di distribuzione



Nodi:  blocchi che simulano la crosta terrestre

Links: trasferimento di energia

F.Caruso, V.Latora, A.Pluchino, A.Rapisarda and B.Tadic, Eur. Phys. J. B 50 (2006) 243-247
F.Caruso, A.P., V.Latora, S.Vinciguerra, A.Rapisarda, Physical Review E 75 (2007) 055101(R)

Reticolo 
di blocchi
regolare

Reticolo 
di blocchi
Small-World

Reti sismiche

OFC model



F.Caruso, A.P., V.Latora, S.Vinciguerra, A.Rapisarda, Physical Review E 75 (2007) 055101(R)



Nodi:  traders che investono in un mercato finanziario

Links: scambi di informazioni fra i traders

A.E.Biondo, A.Pluchino, A.Rapisarda, Physical Review E 88 (2013) 062814

Reticolo
di traders
regolare

Reticolo
di traders
Small-World

Reti di trading finanziario
FQM model

http://www.pluchino.it/financial-markets.html



A.E.Biondo, A.Pluchino, A.Rapisarda and D.Helbing, Physical Review E 88 (2013) 062814



Non tutte le reti Small Word sono egualitarie: anzi, la maggior parte
delle reti complesse esistenti in natura sono ‘aristocratiche’: la
stragrande maggioranza dei nodi ha pochi links, ma esistono
pochissimi nodi iperconnessi, i cosiddetti “hub”!



La Firma della Complessità

Queste reti sono prive di una scala tipica (la media del numero dei
links non ha alcun particolare significato) dunque vengono anche
dette reti «Scale Free», caratterizzate da una distribuzione dei links a
legge di potenza.

Legge di Potenza!
Rete dei collegamenti aerei



Gaussiana

Reti “Egualitarie”: 
hanno una scala 

caratteristica e non 
hanno “hub”

Legge di Potenza

Reti “Aristocratiche”: 
sono prive di scala

(reti “Scale Free”) ma 
dotate di “hub”



LaLegge di Potenza



(Faloutsos, Faloutsos and Faloutsos, 1999)

Nodi:     computers, routers                    

Links:   linee di telecomunicazione



Nodes: WWW documents 

Links:   URL links

R. Albert, H. Jeong, A-L Barabasi, Nature, 401 130 (1999)



Nodi: attori
Links: film comuni

N = 212,250 actors

P(k) ~k-

Days of Thunder (1990) 
Far and Away     (1992)  
Eyes Wide Shut  (1999)

2.3



Nodi: scienziati (autori) 

Links: articoli in comune

(Newman, 2000, H. Jeong et al 2001)



Nodi: specie                            

Links: interazione preda-predatore

R.J. Williams, N.D. Martinez Nature (2000)
R. Sole (cond-mat/0011195)



Nodi: persone (femmine;maschi)
Links: contatti sessuali

Liljeros et al. Nature 2001

4781 Svedesi; 18-74; 
59% percentuale di risposta.



Nodi:  geni

Links: interazione proteina-gene



H. Jeong, S.P. Mason, A.-L. Barabasi, Z.N. Oltvai, Nature 411, 41-42 (2001)

Nodi:   proteine

Links: interazioni proteina-proteina



Le reti 
metaboliche 
degli organismi 
dei 3 domini 
della vita sono 
scale-free
networks!

H. Jeong, B. Tombor, R. Albert, Z.N. Oltvai, and A.L. Barabasi, Nature, 407 651 (2000)

Archae
a

Bacteria Eukaryote
s

Nodi:  molecole

Links: reazioni biochimiche



Abbiamo visto che moltissimi sistemi del mondo reale presentano
la stessa struttura: sono reti small world prive di scala, ovvero
“scale free networks”...



In realtà il meccanismo è molto semplice ed è ben noto a tutti…

In sociologia questo meccanismo del “the rich get richer” è conosciuto come
“Effetto San Matteo” (Matthew effect), dal noto passo evangelico:
« ...a chi ha verrà dato, in modo che abbia ancor più in abbondanza; ma a chi non ha, verrà tolto anche
quello che sembra avere. » (Vangelo secondo Matteo, XXV 25-29)

...ma molti sono gli esempi anche in natura, che danno luogo a strutture dotate
di autosimilarità…

I ricchi diventano sempre più ricchi!

Aggregazione di molecole
limitata dalla diffusione

Rete fluviale generata da 
un processo di erosione

...ma molti sono gli esempi anche in natura, che danno luogo a strutture dotate
di autosimilarità:

http://it.wikipedia.org/wiki/Vangelo_secondo_Matteo
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« ...a chi ha verrà dato, in modo che abbia ancor più in abbondanza; ma a chi non ha, verrà tolto anche
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DLA.nlogo

Aggregazione di molecole
limitata dalla diffusione

http://it.wikipedia.org/wiki/Vangelo_secondo_Matteo


Si può dimostrare che l’applicazione iterata di questa semplice regola tende a
produrre spontaneamente una distribuzione dei links a legge di potenza nelle reti
complesse.

(Barabasi-Albert 1999)

Preferential-attachment.nlogo



(Barabasi-Albert 1999)

I nodi ricchi di links diventano sempre più ricchi di links, 
ma…

Reti small world 
aristocratiche

Reti small world 
egualitarie

...se ci sono costi o 
limiti di carico 

(es.Centrali Elettriche)

...se non c’è alcun 
costo o limite di carico              

(es. Pagine Web)

Si formano gli 
“hub”, cioè i nodi 

iperconnessi

Si può dimostrare che l’applicazione iterata di questa semplice regola tende a
produrre spontaneamente una distribuzione dei links a legge di potenza nelle reti
complesse.



Ma PERCHE’ la maggior parte dei sistemi
complessi evolve spontaneamente in reti

scale free?



2. Alta 
tolleranza 
agli errori, ai 
guasti 
casuali e agli 
attacchi non 
organizzati

node failure

1. Maggiore 
efficienza 
nella 
circolazione 
della 
informazione La forza dei legami 

deboli!



L’alta tolleranza agli
errori o ai GUASTI
CASUALI impedisce
la frammentazione
totale del sistema…

Diametro della 
Rete

Fraz. f di nodi eliminati

ma…

Frammentazione 
totale!

fc… non è così per gli
ATTACCHI MIRATI agli hub
o ai legami deboli, che
producono rapidamente la
totale disgregazione del
sistema!

(R. Cohen et 
al. PRL, 2000)

= soglia critica di hub distrutti





Il cervello umano, è sicuramente una tra le reti (small world) più
complesse a noi note: dal peso di circa 1300 grammi, nella sola corteccia
contiene pressappoco 30 miliardi di neuroni, connessi tra loro da circa un
milione di miliardi di connessioni, per un totale di 101.000.000 possibili circuiti
di attività cerebrale (anelli di retroazione), un numero che supera di gran
lunga il numero di particelle elementari dell’universo conosciuto!



NEGLI ULTIMI DECENNI IL SISTEMA SOCIO-ECONOMICO-ECOLOGICO DEL PIANETA
SI E’ TRASFORMATO IN UN’UNICA ENORME RETE COMPLESSA, PIENA DI CIRCUITI
NON LINEARI, CHE MOSTRA TUTTE LE CARATTERISTICHE DI UN SISTEMA NELLO
“STATO CRITICO”... PER CUI E’ PERICOLOSO PENSARE «LINEARMENTE»...



A metà degli anni 
’80 i merluzzi 
dell’Atlantico 
nordoccidentale 
cominciarono a 
scarseggiare…

merluzziSiccome le foche 
della Groenlandia si 
nutrono di merluzzi, 
il governo 
Canadese pensò di 
risolvere il 
problema 
“linearmente” e 
sterminò per 
diversi anni milioni 
di foche!

foche

Le foche 
mangiano 
i merluzzi

Soluzione LINEARE: 
eliminiamo le foche!



A metà degli anni 
’80 i merluzzi 
dell’Atlantico 
nordoccidentale 
cominciarono a 
scarseggiare…

Siccome le foche 
della Groenlandia si 
nutrono di merluzzi, 
il governo 
Canadese pensò di 
risolvere il 
problema 
“linearmente” e 
sterminò per 
diversi anni milioni 
di foche!

L’alterazione del 
numero delle foche 
diede luogo a migliaia 
di catene di retroazione, 
che ebbero il solo 
effetto di rendere ancor 
più instabile il sistema, 
senza risolvere il 
problema dei merluzzi!

Ma la rete delle 
relazioni alimentari 
del nord atlantico è 
una rete complessa 
di tipo scale free 
formata da 150 
specie diverse che 
interagiscono in 
modo altamente non 
lineare!





https://www.notiziegeopolitiche.net/sanzioni-alla-russia-perche-rischiano-di-non-funzionare-e-lo-swift-potrebbe-essere-un-boomerang/

Soluzione LINEARE: 
sanzioniamo la Russia!



L’eliminazione di hub o di particolari legami deboli nella
rete alimentare (specie “ponte”) potrebbe distruggere
un intero ecosistema (ad es. si è visto che basta
eliminare il 20% degli hub perché la rete si disgreghi
quasi del tutto! Solè e Montoya-2001)

Oggi il tasso di estinzione delle specie viventi nel globo è mille volte più
alto di quanto non fosse prima della comparsa dell’uomo sulla terra…

HUB

LEGAMI 
DEBOLI

ECOSISTEMA

SPECIE 
“PONTE”



Eugene F. Stoermer

Benvenuti
nell’Antropocene!



LEGAMI 
DEBOLI

RETI di CELLULE 
TERRORISTICHE

CELLULA 
“PONTE”

COME PUTROPPO SAPPIAMO SIN DAL 2001, ATTACCHI
TERRORISTICI MIRATI AGLI HUB DELLE NOSTRE RETI
SOCIALI, ECONOMICHE ED INFORMATICHE POSSONO
PRODURRE GRAVISSIME CONSEGUENZE…

D’altra parte la conoscenza delle proprietà strutturali delle reti piccolo mondo
potrebbe aiutarci nel tentativo di neutralizzare le reti di cellule terroristiche
decentrate tipo Al Qaida o ISIS. In questo senso eliminare un hub potrebbe
essere inutile, mentre per disgregare il sistema potrebbe essere più efficace
agire sulle cellule ponte.
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Le reti elettriche, come sappiamo, sono egualitarie e non hanno HUB
ma i loro legami deboli le espongono comunque a rischi di black-out
totali (come è accaduto nel 2003 sia negli Stati Uniti – ad Agosto - che
in Italia – a Settembre).

RETE ELETTRICA 
DEGLI STATI UNITI

RETE ELETTRICA 
ITALIANA









SOGLIE CRITICHE NELL’ESPLOSIONE DELLE EPIDEMIE INFETTIVE:

RETI EGUALITARIE: Esiste una soglia critica nella percentuale di legami deboli di
lunga distanza, oltre la quale l’epidemia si espande senza controllo (Zanette - 2001)
RETI ARISTOCRATICHE: La presenza di hubs azzera la soglia critica: quindi le
malattie e i virus si diffondono in ogni caso! (Vespignani-Pastor Satorras - 2001)

RETI REGOLARI: L’epidemia rimane circoscritta a causa della mancanza di
connettori e di legami deboli (“gruppi chiave”).

HUB 
(CONNETTORI)

LEGAMI 
DEBOLI

SISTEMA 
SOCIALE



https://www.lastampa.it/topnews/primo-piano/2020/03/15/news/matematica-contro-il-virus-il-lavoro-della-task-force-di-boston-guidata-da-vespignani-1.38596407



Purtroppo nessun modello matematico è risultato finora in grado di fare
previsioni affidabili relativamente alla pandemia da COVID-19, e ci sono
motivi per ritenere che questo obiettivo sia di fatto irrealizzabile…





http://www.lescienze.it/news/2012/03/29/news/meme_informazioni_diffusione_virale_social_network_popolarit_twitter_attenzione_come_risorsa_scarsa-934677/



“Nexus: La Rivoluzionaria Teoria delle Reti.
Perché la natura, la società, l'economia, la
comunicazione funzionano allo stesso
modo"

2004 – Mondadori (Oscar Saggi)



LaLegge di Potenza

http://www.pluchino.it/firma-della-complessita.html




