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Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Una Dimensione
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Valore Caratteristico
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della distanza dal Punto Fisso
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Equazioni 
linearizzate
attorno al
punto fisso

Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale
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Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

2 Valori 
caratteristici

Equazione Caratteristica

reali complessi
coniugati



� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

𝐹! ≈
𝑓!"𝑥"(0)

Ω

𝐹" ≈
𝑓"!𝑥!(0)

Ω

con:

Distanze del punto rappresentativo del
sistema dal punto fisso lungo i due assi
dello spazio degli stati:

Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale



R<0 R>0

CICLO LIMITE

.

R=0

Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale



Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.

Matrice Jacobiana

Equazioni linearizzate nelle vicinanze
di un dato punto fisso ( X1o,X2o  )

…ricavare
i punti fissi…

x1 = X1 − X1o
x2 = X2 − X2o

Equazioni originarie

λ+,λ−

Autovalori

…calcolate nel 
punto fisso

Distanze dal
punto fisso



Equazione caratteristica dello Jacobiano 

Traccia dello Jacobiano 

J !v = λ!v → det(J − λI ) = 0 →

Eq. agli autovalori

Autovalori 
dello 

Jacobiano 

Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.



� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

Reminder: condizione affinchè un cluster di 
condizioni iniziali collassi su un attrattore stabileA

Traccia dello Jacobiano 

� 

v1

� 

v2

� 

v1

� 

v2



Determinante dello Jacobiano: 

� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

R = 1
2
TrJ

Ω = 1
2

TrJ 2 − 4Δ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

→ λ± =
TrJ ± (TrJ )2 − 4Δ

2



Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni
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λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2
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TrJ = f11 + f22
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Δ = f11 f22 − f21 f12
con:
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Δ < 0     →λ+,λ−
reali e 
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TrJ < 0

Re
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Re
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NODE

SPIRAL
REPELLOR

Re

Im
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� 
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� 

0 < Δ <
1
4
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� 

(TrJ)2 − 4Δ > 0
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coniugati

� 

Δ >
1
4

(TrJ)2  →λ+,λ−

� 

(TrJ)2 − 4Δ < 0

� 

Δ > 0



� 

TrJ

Diagramma dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni
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(TrJ)2 − 4Δ > 0
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SPIRAL REPELLORS

SPIRAL NODES

� 

(TrJ)2 − 4Δ < 0
complessi 
coniugati
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λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2
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TrJ = f11 + f22

� 

Δ = f11 f22 − f21 f12
con:

� 

Δ < 0
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discordi

� 
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λ+ = λ− = λ
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degenerate 
node

star

� 

(TrJ)2 − 4Δ = 0
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Steven
Strogatz

Sheep

Rabbit



Rabbit Sheep

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

K = capacità 
di carico 



Rabbit

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

Sheep

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]



Rabbit

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

Sheep



Rabbit

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

Sheep



� 

v1

� 

v2
Δ = 6 > 0
TrJ = 5 > 0

(TrJ )2 − 4Δ =1> 0
reali e positivi



Δ = 2 > 0
TrJ = −3< 0

(TrJ )2 − 4Δ =1> 0

� 

v2

reali e negativi



Δ = 3> 0
TrJ = −4 < 0

(TrJ )2 − 4Δ = 4 > 0

� 

v2

reali e negativi



Δ = −1< 0
TrJ = −2 < 0



in-set

out-set



in-set

Gause G.F. (1934)
The struggle for existence.
Williams and Wilkins, Baltimore

Ritratto globale nello spazio degli stati







Ilya Prigogine
(1917-2003)

The Brusselator Model

Sistema dinamico con due parametri di controllo e punti fissi con autovalori complessi coniugati



Ilya Prigogine
(1917-2003)

1 punto fisso:

� 

λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2

Δ = A2

TrJ = (B −1)− A2

Δ =1
TrJ = B − 2

Sistema dinamico con due parametri di controllo e punti fissi con autovalori complessi coniugati

Ex:  A=1,B=1 à Δ=1, TrJ=-1, TrJ2-4Δ<0 : Spiral Node (B<2)  
A=1,B=3 à Δ=1, TrJ= 1, TrJ2-4Δ<0 : Spiral Repellor (B>2)
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TrJ

Diagramma dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni
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λ± =
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complessi 
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 → λ+,λ−

Re

Im

SPIRAL
NODE
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REPELLOR

Re

Im

� 

TrJ < 0

� 

TrJ > 0

Re

Im NASCE 
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LIMITE

.

� 

R = TrJ = 0

� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

(TrJ )2 − 4Δ < 0



Il Teorema di Poincaré-Bendixson

R

a.

R

b.



Il Teorema di Poincaré-Bendixson

R



1 punto fisso:

spiral repellor

ciclo limite
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X1

� 

X1� 

X2

� 

X2
repellor

node



Costruzione della  Sezione di Poincaré

J.H.Poncaré (1854-1912)
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P1

� 

P2

An example of attracting limit cycle

spiral repellor

P3





(M>0)
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X1

� 

X1� 

X2

� 

X2
repellor

node

0<M<1 M>1
attracting limit cycle repelling limit cycle
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X1

� 

X1� 

X2

� 

X2
repellor

node

λ < 0 λ > 0

attracting limit cycle repelling limit cycle



A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B=2 : Nasce il ciclo limite!
BIFORCAZIONE

A=1,B<2 : stable spiral node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 stable limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 stable  limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 stable  limit cycle

.


