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Metodo dello Jacobiano per studiare i pun* fissi nel caso generale a 2 dim.

Matrice Jacobiana

Equazioni linearizzate nelle vicinanze
di un dato punto fisso ( X1o,X2o  )

…ricavare
i pun9 fissi…

x1 = X1 − X1o
x2 = X2 − X2o

Equazioni originarie

λ+,λ−

Autovalori

…calcolate nel 
punto fisso

Distanze dal
punto fisso



Il Teorema di 
Poincaré-Bendixson

Sezione di Poincaré



Steven
Strogatz

Sheep

Rabbit



Il libro di Strogatz suggerisce di studiare, come esercizio, un sistema dinamico lineare a due
dimensioni che descrive, al variare dei parametri, la variazione temporale dell’amore o
dell’odio tra due partner coinvolti in una relazione romantica.
Definiamo x(t) come l’amore (o l’odio nel caso in cui sia nega>vo) di Romeo nei
confron> di GiulieBa al tempo “t” e y(t) l’amore (o l’odio) di GiulieBa nei
confron> di Romeo. Così abbiamo le seguen> due equazioni differenziali del
primo ordine:

I parametri “a” e “b” stabiliscono il comportamento di Romeo mentre “c” e “d” quello di
Giulie:a; più precisamente “a” descrive l’aBrazione (o repulsione) di Romeo causata dai suoi
stessi sen>men>, mentre “b” l’aBrazione (o repulsione) causata dai sen>men> di GiulieBa.
Romeo (ma lo stesso vale per GiulieBa) può mostrare 4 comportamen< diversi in base al
segno dei parametri “a” e “b”:

!x = ax + by
!y = cx + dy

Appassionato: a>0; b>0 (Romeo è spinto dai suoi stessi sentimenti così come
da quelli di Giulietta)
Narcisis<co: a>0; b<0 (Romeo è spinto ancora dai suoi sen>men> ma indietreggia a causa dei
sen>men> di GiulieBa)
Aman< pruden<: a<0; b>0 (Romeo si >ra indietro sui suoi stessi sen>men> ma è incoraggiato
da GiulieBa)
Eremita: a<0; b<0 (Romeo si tira indietro sui suoi stessi sentimenti così come da Giulietta)
Esercizio:
Esplorare il modello sia anali>camente che con l’aiuto di NetLogo in corrispondenza di diversi 
valori dei parametri

Romeo

Giulie<a



Valori >pici: a=0.08, b=0.6

Esercizio:
Esplorare il modello sia
analiticamente che con
l’aiuto di NetLogo



Sullo Strogatz potete trovare mol*
altri spun* per lo studio anali*co e
numerico di sistemi dinamici a 2
dimensioni…



A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B=2 : Nasce il ciclo limite!
BIFORCAZIONE

A=1,B<2 : stable spiral node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 stable limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 stable  limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 stable  limit cycle

.





(vale per Flussi e Mappe)
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Es.Mappa Logistica
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dX
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� 

µ > 0
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control 
parameter

Flusso a una dimensione



� 

µ = 0

� 

µ < 0

� 

µ > 0

REPELLOR NODE

BIFORCAZIONE!

� 

df (X)
dX

= −2x

� 

λ(+ µ ) < 0

� 

λ(− µ ) > 0

control 
parameter

Flusso a una dimensione



Nota:

� 

x* = + µ

� 

µ > 0

� 

µ = 0

� 

µ < 0

� 

x* = − µ

� 

df (X)
dX

= −2x

� 

λ(+ µ ) < 0

� 

λ(− µ ) > 0

control 
parameter

Flusso a una dimensione





Es: 
BRUSSELLATOR

Flusso a due 
dimensioni



cubica

Esiste chiaramente 
un punto fisso 
nell’origine...

Distanza dal punto 
fisso nell’origine



µ



µ

spiral 
repellor



spiral 
repellor

µ

Hopf
Bifurcation!



Ilya Prigogine
(1917-2003)

Sequenza di biforcazioni nei sistemi lontani dall’equilibrio

Nobel 1977 per la Chimica
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< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic aNractors (dim.2)

chaotic attractors (dim…???)
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V

Cluster di 
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< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic attractors (dim.2)

chao*c aNractors (fractal dimension between 2 and 3)

ATTRATTORI

V

Cluster di 
condizioni iniziali



















(dim = 0)





λ1 =

λ2 =

λ3 =



λ1 =

λ2 =

λ3 =



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione cara:eris<ca:



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione cara:eris<ca:



PunC Fissi in uno Spazio degli StaC a Tre Dimensioni

Index = 0 Index = 3



PunC Fissi in uno Spazio degli StaC a Tre Dimensioni



.

(dim = 1)





MAPPA DI POINCARE’ 2D PER LO STUDIO DELLA STABILITA’ DEI CICLI LIMITE IN 3D

mappa di 
Poincarè 2 dim



mappa 1 dim

MAPPA DI POINCARE’ 2D PER LO STUDIO DELLA STABILITA’ DEI CICLI LIMITE IN 3D

mappa 2 dim

M1

M2





1

UNIT CIRCLE Complex
characteris*c
mul*plier



Stable
Limit Cycles

Repelling
Limit Cycles

Saddle
Limit Cycles



Saddle
Limit Cycles



hBps://www.vitapensata.eu/2022/01/04/tre-corpi-al-margine-del-caos/

PER CHI VOLESSE APPROFONDIRE IL RUOLO DI POINCARE’ COME PRECURSORE DELLA TEORIA DEL CAOS...

https://www.vitapensata.eu/2022/01/04/tre-corpi-al-margine-del-caos/

