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1D-2D: Repellor-Node (or Saddle-
Node or Tangent) BifurcaBon

2D: Hopf Bifurcation

3D: . . . (Rotte verso il Caos...) 
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Equazioni della traie2oria
di un punto (x1(t), x2(t) e x3(t))
sull’a2ra2ore quasiperiodico

(dim = 2)

NOTA BENE: NON SONO EQUAZIONI DIFFERENZIALI!
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fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic 
attractors (dim.2)



I : Period-Doubling

II : Quasi-Periodicity

III : Intermittency and Crises

IV : Chaotic Transient and 
Homoclinic Orbits
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Floris Takens 
(1940-2010) 

II

Lev Landau
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2 dim: saddle point 3 dim: saddle cycle
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heteroclinic
connection

Saddle point P
corrispondente al 
primo saddle cycle

Saddle point P’ 
corrispondente al 

secondo saddle cycle
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https://www.vitapensata.eu/2022/01/04/tre-corpi-al-margine-del-caos/

«Ten%amo di farci un’idea della figura formata da queste due curve e delle loro intersezioni, che sono
in numero infinito e corrispondono ciascuna a una soluzione doppiamente asinto%ca; queste
intersezioni formano una sorta di re%colo, di ordito, di rete dalle maglie infinitamente fi<e; ciascuna
delle due curve non deve mai intersecare se stessa, ma deve ripiegarsi su se stessa in maniera assai
complicata per poter intersecare un’infinità di volte tu<e le maglie della rete».

Così, nel terzo volume del suo Méthodes nouvelles de la mécanique céleste (1882-1889), lo
stesso Poincarè descrisse la scoperta del «tangle» omoclinico compiuta mentre cercava di
risolvere il problema dei tre corpi per mezzo della sua «sezione» (non avendo all’epoca i
computer, ovviamente non poté mai visualizzarla...):

Per approfondimenti:

https://www.vitapensata.eu/2022/01/04/tre-corpi-al-margine-del-caos/




Significato delle 3 variabili:

X(t): dipendenza temporale 
della funzione di flusso del 
fluido (le cui derivate rispe;o 
alle variabili spaziali 
rappresentano le componen= 
della velocità del fluido)

Y(t): dipendenza temporale 
della differenza di 
temperatura tra la parte 
ascendente e quella 
discendente del fluido

Z(t): dipendenza temporale 
della deviazione dalla 
linearità della temperatura
in funzione della posizione 
verticale

Celle conveYve di Rayleigh-Bénard
generate dalla differenza di temperatura tra la superficie 
inferiore e quella superiore del recipiente contenente il fluido
(see also h2ps://www.youtube.com/watch?v=gSTNxS96fRg)

https://www.youtube.com/watch?v=gSTNxS96fRg
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Significato dei 3 parametri
di controllo:

Prandtl number p: 
rapporto tra  la viscosità cinetica 
del fluido e il coefficiente di 
diffusione termica

Rayleigh number r: 
misura della differenza di 
temperatura tra la parte 
superiore e quella inferiore del 
fluido

Parameter b: 
esprime il rapporto tra l’altezza 
verticale dello strato di fluido e la 
dimenzione orizzontale delle 
celle convettive



Significato dei 3 parametri
di controllo:

Prandtl number p: 
rapporto tra  la viscosità cinetica 
del fluido e il coefficiente di 
diffusione termica

Parameter b: 
esprime il rapporto tra l’altezza 
verticale dello strato di fluido e la 
dimenzione orizzontale delle 
celle convettive

Rayleigh number r: 
misura della differenza di 
temperatura tra la parte 
superiore e quella inferiore del 
fluido
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(dim = 0)



(dim = 0)

Jacobiano del 
modello di Lorenz, 

da calcolare in 
corrispondenza di 

ciascun punto fisso



STUDIO DELLA STABILITA’ DEL 
PUNTO FISSO:

X=0 
Y=0 
Z=0

r = 0.5

(UNICO PUNTO FISSO PER 0<r<1)



r = 0.5

p=10, b=8/3




