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La Mappa di Poincaré

J.H.Poncaré (1854-1912)

REMINDER:
LA

MAPPA DI POINCARE’
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K = capacità di carico 

P.F.Verhulst (1804-1849)

� 

˙ N (t) = aN(1− N)
se a=b (K=1)

SOLUZIONE ANALITICA DELL’EQ.LOGISTICA
(SIGMOIDE CON SATURAZIONE A K)

EQUAZIONE LOGISTICA



à X0=0 è un punto fisso repulsivo (instabile)
à X0=1 è un punto fisso attrattivo (stabile)

A∈[0,1]

attrattorerepulsore

traiettoria

𝑓 𝑋 = −𝐴𝑋! + 𝐴𝑋
parabola
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𝑥! è un numero compreso tra 0 e 1, 
e rappresenta il rapporto tra la 
popolazione esistente e quella 
massima possibile nell’anno n-esimo, 
e quindi 𝑥" rappresenta il rapporto 
tra la popolazione iniziale (all'anno 0) 
e quella massima;

A è un numero positivo e 
rappresenta il tasso combinato tra la 
riproduzione e la mortalità.
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xC=0.5

parabola

Produce una 
sorta di 

“stretching 
and folding” 
che, per certi 

valori di A, 
genererà un 

attrattore 
caotico
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xn

xn+1 = f (xn)

xn+1 = xn

� 

x0

Possiamo considerare la bisettrice
come se fosse l’intervallo [0,1] di
definizione della mappa logistica!
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(1.1)
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REGIME DI PUNTO FISSO
xn+1 = xn

x∞ = 0.632

� 

x0

xn

xn+1 = f (xn)

La popolazione varierà fino ad assestarsi su
un valore stazionario, indipendentemente dal
suo valore iniziale.





� 

x0

x*

x*

REGIME DI PUNTO FISSO

Le soluzioni dell’equazione di punto fisso
corrispondono ai punti di intersezione della
parabola con la bisettrice f (x) = x
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x0

x*

x* = Ax*(1− x*) → A(x*)2 − Ax*+x* = 0
→ A(x*)2 − (A −1)x* = 0 → x*(Ax*−A +1) = 0

x* = 0
x* =1−1/ A2 punti fissi

x*

x*



(M>0)

J.H.Poncaré (1854-1912)

REMINDER:
STABILITA’ DEI 

PUNTI FISSI NELLA
MAPPA DI POINCARE’

STABILE
INSTABILE



characteristic
multiplier

|
|

(  f (x) = Ax − Ax2  →  df
dx

= A − 2Ax  )

x*

df / dx < 0NOTA:                       à 2<A<3 oscillazioni attorno al punto fisso…

(e non esiste per A<1).

bise
ttr

ice
: 

pendenza=
1

In questo caso il punto fisso «off origine» della mappa è l’equivalente
unidimensionale dello spiral node nei flussi dissipativi 2D



Attrattori a ciclo limite della mappa logistica per A>3

Seconda iterata della mappa logistica

Non sono punti fissi della mappa logistica.
E’ possibile ricavare analiticamente questi valori? 
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SECONDA ITERATA DELLA MAPPA LOGISTICA
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REGIME DEI RADDOPPIAMENTI 
DI PERIODO (CICLI LIMITE)

A=3.33

x1
*

x2
*

vecchio punto fisso, ormai instabile, equivalente
allo spiral repellor nei flussi 2D

Indipendentemente dal suo valore iniziale, la
popolazione arriverà ad oscillare indefinitamente
tra due valori, poi tra quattro, etc...





REGIME CAOTICO

v. Mappa a «ferro di 
cavallo» di Smale

Indipendentemente dal suo valore iniziale,
la popolazione comincerà a variare in
maniera assolutamente imprevedibile...
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A=3.61 xmax

xmin
xmin

xmax

A=3.61

A=3.93

A=3.93



Punto di
Misiurewicz

p.7 p.5 p.3





D = 0.500 ± 0.005

DIMENSIONE FRATTALE
DELL’ATTRATTORE CAOTICO
DELLA MAPPA LOGISTICA: 



REGIME CAOTICO E SENSIBILITA’ 
ALLE CONDIZIONI INIZIALI



Regola di
concatenazione 
delle derivate:











mappa-Logistica-Bifurcation+Lyapunov.nlogo

� 

f (x) = Ax(1− x)  →  f '(x) = A − 2Ax



https://arxiv.org/search/?query=logistic+map&searchtype=title&abstracts=show&order=-announced_date_first&size=50

https://arxiv.org

MAPPA LOGISTICA: UN TOY MODEL SEMPRE ATTUALE!
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A.Robledo
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https://www.youtube.com/watch?v=ovJcsL7vyrk

MAPPA LOGISTICA: L’EQUAZIONE CHE CAMBIERA’ IL MODO IN CUI GUARDATE IL MONDO!



IL SUONO DELLA MAPPA LOGISTICA

https://www.youtube.com/watch?v=owq6xCFDbDQ


