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Equazioni della 
mappa:

REMINDER: MAPPA DI POINCARE’ 2D



Michel Hénon
(1931-2013)

Spazio degli Stati 2D

XX

attrattore 
caotico

Hénon era un astronomo e 
osservò che, per determinati 
valori di energia, le intersezioni 
tra le orbite degli oggetti celesti 
ed un piano immaginario 
davano luogo ad una 
forma geometrica abbastanza 
regolare, mentre, 
per energie più elevate, tali 
orbite erano caotiche.



REMINDER: 
MAPPA DI POINCARE’ 2D

M1

M2

Moltiplicatori di 
Floquet:





NetLogo 6.3.0: prima apertura

Il “World”:

è uno spazio virtuale
bidimensionale
popolato da agenti,
ovvero da entità in
grado di eseguire
istruzioni.

Tutti gli agenti possono
eseguire le proprie
attività
simultaneamente.



Le principali Categorie di Agenti in NetLogo

Turtles
sono agenti in grado di
muoversi all’interno del
World.

Ogni turtle ha due
coordinate xcor e ycor
(numeri reali) e può
cambiare forma e colore.

E’ possibile usare alcuni
comandi di NetLogo solo in
modalità turtle-context...



Patches
sono i pixel del World,
ovvero quadratini immobili
di dimensione variabile su
cui le turles possono
spostarsi e con cui possono
interagire.

Le patches hanno coordinate
espresse da numeri interi e
chiamate pxcor e pycor.

E’ possibile usare alcuni
comandi di NetLogo solo in
modalità patch-context...

Le principali Categorie di Agenti in NetLogo



breed [boxes] 
breed [cars] 

who
xcor, ycor
heading
color  
shape
size
label
turtles-own [var1 var2 ...] 

pxcor, pycor
pcolor  
plabel
plabel-color
patches-own [pvar1 pvar2 ...] 

Esempi di variabili proprietarie



World Settings

closed boundary conditions
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Spazio degli Stati 2D

Cluster di Mappe
per  n = 0
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B=0.3
0 < C < 1.42

Spazio degli Stati 2D

Cluster di Mappe
per  n = 0







Un frattale è un oggetto geometrico che si ripete nella sua
struttura allo stesso modo su scale diverse, ovvero che
non cambia aspetto anche se visto con una lente
d'ingrandimento. In altre parole è un oggetto dotato delle
proprietà di auto-similarità e invarianza di scala. Ma ha
anche la strana caratteristica matematica di possedere una
dimensione frazionaria.

Più precisamente, il termine “frattale” venne coniato
nel 1975 dal matematico francese Benoît Mandelbrot,
e deriva dal latino fractus (rotto, spezzato), così come
il termine frazione.

Per descrivere matematicamente oggetti
complessi e frastagliati, come la linea
costiera di un’isola, il profilo di una catena
montuosa o la struttura di una nuvola, i
matematici hanno introdotto il concetto di
“frattale”.





D = 0.500 ± 0.005
Dimensione frattale dell’attrattore
caotico della mappa logistica: 

Spazio degli stati 1D



D = 1.25 ± 0.02

Dimensione frattale dell’attrattore
caotico della mappa di Hénon: 

Spazio degli stati 2D

Cross section



Dimensione frattale dell’attrattore
caotico di Lorenz:  
D=2.06 ± 0.01

Spazio degli stati 3D



Benoit Mandelbrot (1924-2010) Andrei Kolmogorov (1903-1987)



Legge di Potenza

Log (r)

Lo
g(

N
)

albero frattale

Log(N)= – k Log(r)

k = – Log(N) / Log(r)
Pendenza (slope)

numero di rami
dimensione dei rami
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2D

3D

lim
R→0

logk
logR

→ 0⎛
⎝⎜

⎞
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Procedura di generazione della
curva di Koch a partire da un
segmento di lunghezza unitaria:

1. dividere il segmento in tre
segmenti uguali;
2. cancellare il segmentino centrale,
sostituendolo con due segmenti ad
esso identici che costituiranno i due
lati di un triangolo equilatero;
3. tornare al punto 1 per ognuno
degli attuali segmenti.

� 

L = 1
M=0

M=1

M=2

M=3

dim=1



dim=1

Si noti che al passo M-esimo si hanno
N=4M segmentini, ciascuno di lunghezza
R=(1/3)M = 3-M (𝑀 → ∞ ⇛ 𝑅 → 0).

dim=1,26

� 

L = 1
M=0

M=1

M=2

M=3

Immaginando di coprire ogni segmentino
con una celletta, sostituiamo questi
valori, rispettivamente, ad N(R) ed R
nell’Eq.(1.3):

Db = − lim
R→0

logN(R)
logR

= − lim
M→∞

log4M

log(1 / 3)M
=

= lim
M→∞

M log4
M log3

= log4
log3

=1.26...



Peter Grassberger (1940) Itamar Procaccia (1949)



Traiettoria 
formata da N 
punti

Attrattore
formato da N 
punti

Dimensione di Correlazione di un attrattore (traiettoria) 
formato da N punti

la
frazione

C(R)=0 : nessun punto cade dentro la circonferenzaC(R)=1: tutti i punti cadono dentro la circonferenza



Traiettoria 
formata da N 
punti

Attrattore
formato da N 
punti



D = 1.25 ± 0.02







Felix Haussdorf
(1868-1942)









D = 0.500 ± 0.005
Dimensione frattale dell’attrattore
caotico della mappa logistica: 



Calcolata su un
Insieme di 1000 punti




