
Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi
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Caotiche

Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche



=0



Sistema Hamiltoniano
ad N gradi di libertà

(vive in uno spazio delle 
fasi a 2N dimensioni)

qi = fi (qi, pi )
pi = gi (qi, pi )

� 

≡

� 

i = 1...N

fi (qi, pi ) =
∂H (qi,pi )

∂ pi

gi (qi, pi ) = −
∂H (qi,pi )

∂qi

Hamilton’s
Equations



Sistema Hamiltoniano
a 2 gradi di libertà
(2N=4 dimensioni)

La traiettoria è confinata nel volume 
3D di un toro,

ipersuperficie ad energia costante

Esempi:

Sistema Hamiltoniano
ad 1 grado di libertà
(2N=2 dimensioni)

La traiettoria è confinata lungo una linea chiusa 
1D (toro unidimensionale), luogo dei punti dello 

spazio delle fasi ad energia costante



H = H (J )  →   ;
azione angolo





Punto fisso:
q=0, p=0

!!q(t) =
!p(t)
m

= − k
m
q(t)



� 

J

� 

θ

punto ellittico

p(t) = 2mωJ sinθ (t)

q(t) = 2J / (mω ) cosθ (t)

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 → 

p '(t) = J sinθ (t)

q '(t) = J cosθ (t)

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
  (8.4-11)

θ (t) =ωt +θ (0)





Oscillatore Armonico 
Conservativo

!q = p  (m =1) 
!p = −kq

⎧
⎨
⎩

Oscillatore Armonico 
Smorzato

!q = p   (m =1)
!p = −bp − kq

⎧
⎨
⎩

!!q + kq = 0
Punto Ellittico
q = 0 , p = 0

q + b q + kq = 0
Attrattore a punto fisso

q = 0 , p = 0

Parametro di
smorzamento

-b

OA smorzato
OA sovrasmorzato

!
𝑏 = 0
𝑏 > 0
𝑏 ≫ 0

OA conservativo

k



θ = ∂H
∂pθ

= pθ
mL2

pθ = − ∂H
∂θ

= −mgLsinθ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Eq. di Hamilton

!!θ =
!pθ
mL2

= − g
L
sinθ    





MAX 
MOMENTUM

MIN
MOMENTUM

(E>2mgL)

MIN
MOMENTUM

(E<2mgL)

initial
conditions
with p(0)>0

initial
conditions
with p(0)=0



→ 𝐻 = 𝜔𝐽 → 𝜔 =
𝐻
𝐽



!θ = ∂H
∂pθ

= pθ

!pθ = − ∂H
∂θ

= −sinθ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Eq. di Hamilton

(m=g=L=1)Spazio delle Fasi 2D del Pendolo Conservativo

Bottom
equilibrium

point

Punto fisso
"ellittico"

nell'origine
θ = 0 ,  pθ = 0



Punto fisso
"ellittico"

nell'origine
θ = 0 ,  pθ = 0

Altri punti fissi
ellittici

θ = ±2nπ  ,  pθ = 0

!θ = ∂H
∂pθ

= pθ

!pθ = − ∂H
∂θ

= −sinθ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Eq. di Hamilton

(m=g=L=1)Spazio delle Fasi 2D del Pendolo Conservativo

J ≡ 0 1
−cosθ 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

θ = ±2nπ  ,  pθ = 0

J ≡ 0 1
−1 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

DetJ =1> 0
TrJ = 0

Bottom
equilibrium

point



!θ = ∂H
∂pθ

= pθ

!pθ = − ∂H
∂θ

= −sinθ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Eq. di Hamilton

J ≡ 0 1
−cosθ 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

θ = ±2nπ  ,  pθ = 0

J ≡ 0 1
−1 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

DetJ =1> 0
TrJ = 0

(m=g=L=1)Spazio delle Fasi 2D del Pendolo Conservativo

saddle
points



Esistono
altri

punti fissi
pθ = !θ

θ

𝜃 = ± 2𝑛 + 1 𝜋, 𝑝! = 0

Top
equilibrium

point

!θ = ∂H
∂pθ

= pθ

!pθ = − ∂H
∂θ

= −sinθ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Eq. di Hamilton



Punti fissi
"iperbolici”

(saddle points)
pθ = !θ

θ

𝜃 = ± 2𝑛 + 1 𝜋, 𝑝! = 0

J ≡ 0 1
−cosθ 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

θ = ±nπ  ,  pθ = 0

J ≡ 0 1
1 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

DetJ = −1< 0

𝜃 = ± 2𝑛 + 1 𝜋, 𝑝! = 0

Top
equilibrium

point



Punti fissi
"iperbolici”

(saddle points)
pθ = !θ

θ

𝜃 = ± 2𝑛 + 1 𝜋, 𝑝! = 0

J ≡ 0 1
−cosθ 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

θ = ±nπ  ,  pθ = 0

J ≡ 0 1
1 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

DetJ = −1< 0

𝜃 = ± 2𝑛 + 1 𝜋, 𝑝! = 0

Top
equilibrium

point



Separatrici 
(in-set e out-set

dei saddle-points)

Separatrici 
(in-set e out-set

dei saddle-points)

pθ = !θ

θ











Flusso dissipativo 2D non autonomo



Flusso dissipativo 3D autonomo







Azione: !Ji = 0 → H = H (Ji )

Angolo:

Sistemi Integrabili (S.I.)
a N gradi di 
libertà

i =1,...,N



punto ellittico

S.I. a 1 
grado di 
libertà

� 

J

ω = ∂H
∂J

θ (t) =ωt +θ (0)

Toro: 1dim-surf.

2D-space



4D-space

S.I. a 2 
gradi di 
libertà.

winding number

� 

ω1

ω2

Toro: 2dim-s

H =ω1J1 +ω2J2



2N D-space

ω i = θi =
∂H
∂Ji

       i =1,...,N

Toro: Ndim-s

H =ω1J1 +ω2J2 + ... +ωN JN

Sistema Integrabile a 
N gradi di libertà

Ergodicity: time average = surface average

cfr. Media di Ensemble di Gibbs 



Azione:

Angolo:

SPAZIO AZIONE-ANGOLO

toro invariante

toro invariante

toro invariante





Sistema Hamiltoniano
ad (almeno) 2 gradi di libertà

(2N=4 dimensioni): 
si può avere caos!

� 

˙ q 1 = ˙ x 1 = f1(x1, x2, x3, x4 )
˙ p 1 = ˙ x 2 = f2(x1, x2,x3,x4 )
˙ q 2 = ˙ x 3 = f3(x1, x2,x3,x4 )
˙ p 2 = ˙ x 4 = f4 (x1, x2,x3,x4 )

Sistema Integrabile: solo due
equazioni sono indipendenti e il
moto (periodico o quasi-periodico)
è confinato sulla superficie di uno o
più tori (invariant tori): NO CHAOS



Sistema Hamiltoniano
ad (almeno) 2 gradi di libertà

(2N=4 dimensioni): 
si può avere caos!

� 

˙ q 1 = ˙ x 1 = f1(x1, x2, x3, x4 )
˙ p 1 = ˙ x 2 = f2(x1, x2,x3,x4 )
˙ q 2 = ˙ x 3 = f3(x1, x2,x3,x4 )
˙ p 2 = ˙ x 4 = f4 (x1, x2,x3,x4 )

Sistema Non Integrabile: adesso le
equazioni indipendenti sono tre e il
moto è confinato all’interno della
superficie del toro, ossia in tutto il
suo volume: POSSIBLE CHAOS!



Sistema Integrabile
H =ω1J1 +ω2J2

NESTED TORI: ogni toro ha
la stessa energia H ma una
diversa combinazione di
valori per le due costanti
del moto rappresentate
dalle azioni J1 e J2



Sistema Integrabile

Sistema "leggermente"
non Integrabile

H =ω1J1 +ω2J2



2dim Phase space 2dim Poincarè section

Sistema integrabile 1 g.d.l.:
Pendolo

Sistema integrabile 2 g.d.l.:
ex. Hénon-Heiles

TORI

punti ellittici

punti 
iperbolici



winding number:

� 

ω1

ω2

golden ratio

sezione
aurea



golden ratio

Successione di Fibonacci

sezione
aurea

Spirale Logaritmica

a

b



0 < ε <<1

rational tori

irrational KAM tori
2dim Poincarè section
ε = 0 INTEGRABLE SYSTEM



0 < ε <10 < ε <<1

most irrational
KAM tori
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.
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.
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stochastic
web



Condizione iniziale 1

Condizione iniziale 2

Condizione iniziale 3

Condizione iniziale 4

Condizione iniziale 5

Ogni condizione iniziale
sposta la traiettoria sulla
superficie di uno dei vari
nested tori compatibili
con la conservazione
dell’ energia totale



Carl Eugene HeilesMichel Hénon
x

y

(0,0) V(x,y)

Energia E



x
y

E<0.16666...

E<0.166…

REAL SPACE



H = 1
2
px
2 + 1
2
py
2 + 1
2
x2 + 1

2
y2 + x2y − 1

3
y3



x

y

py



E=0.06

. .

Punti Ellittici

REAL SPACE POINCARE’ SECTION



E=0.06 Punti 
Iperbolici

REAL SPACE POINCARE’ SECTION







E=0.06



E=0.10

Il caos comincia a 
manifestarsi 
attorno ai tre 
punti iperbolici



E=0.10

I KAM Tori 
si dissolvono 
progressivamente 
in arcipelaghi 
(collane) 
di punti ellittici 
e di 
punti iperbolici 



E=0.10

I KAM Tori 
che resistono 
continuano ad 
agire da barriere 
per le traiettorie 
caotiche che 
hanno origine 
vicino ai punti 
iperbolici



E=0.14 E=0.16

Cedono anche gli ultimi KAM tori e il caos invade progressivamente tutto 
lo spazio delle fasi accessibile (ossia il volume del toro più esterno)



E=1/6=0.16666... 

Il KAM toro caratterizzato da un 
winding number pari alla golden mean è 
l’ultimo a dissolversi…



Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche



Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche



Kicked Rotator

(Mappa di Chirikov)

Fisicamente rappresenta un 
«kicked rotator», cioè un 
pendolo ad asta rigida che 
ruota attorno ad un centro 
fisso e che viene scalciato 
periodicamente, con periodo T 
(=1), da una forza sinusoidale 
di intensità K (in altre parole 
rappresenta una sorta di 
sezione di Poincarè di un 
pendolo forzato)



Kicked Rotator


