
Applicazioni: il modello HMF

L’HMF può essere visto come un semplice 
reticolo di spin accoppiati…

…o come un sistema di particelle interagenti in moto
(senza collisioni) su un cerchio unitario.

L’importanza di HMF sta nel fatto che si tratta di un toy-model il cui comportamento sembra
essere paradigmatico di una ampia classe di sistemi con interazioni a lungo range, come per
esempio sistemi nucleari o astrofisici (self-gravitating systems) e riveste un interesse
particolare per lo studio della multiframmentazione e dei clusters atomici.

Antoni and Ruffo  PRE 52 (1995) 2361

L’Hamiltonian Mean Field (HMF) model è un modello XY a rotatori
planari (di massa e modulo unitari, equivalenti a pendoli rigidi) con interazione a range
infinito, definito dalla seguente hamiltoniana classica nelle N coppie di variabili
canoniche:
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La soluzione in Ensemble Canonico del modello mostra una transizione da una fase 
Condensata (ferromagnetica con M > 0) ad una fase Omogenea (paramagnetica, con       
M ~ 0) in corrispondenza di un valore critico Uc=0.75 della Densità di Energia (U=H/N):

0 < M < 1
U < Uc

Fase Condensata

M ~ 0 
U > Uc

Fase Omogenea

Uc=0.75

Magnetizzazione
1

1 N

i
i

M S
N =

= å
!!

(cos ,sin )i iS J J=
!



Applicazioni: il modello HMF
L’Hamiltonian Mean Field (HMF) model è un modello XY a rotatori
planari (di massa e modulo unitari, equivalenti a pendoli rigidi) con interazione a range
infinito, definito dalla seguente hamiltoniana classica nelle N coppie di variabili
canoniche:

2

1 , 1

1 [1 cos( )]
2 2
i

N N

i j
i i j

pH K V
N

J J
= =

= + = + - -å å

{ },i ipq

M. Antoni S. Ruffo

Sistema di N rotatori accoppiati

i
i p
t
=

¶
¶q

sin cosi
x i y i

p M M
t

q q
¶

= - +
¶

sin( )i iMq q= F-!!

21 (1 )
2 2
TU M= + -

Eq. del moto (in ensemble micro canonico)

Curva Calorica (in ensemble canonico)

2 K
NT < >=

Magnetizzazione

QSS



Stati metastabili (QSS) 

QSS regime

Equilibrium

U=0.69

Partendo da condizioni iniziali lontane 
dall’ equilibrio (M=1), il sistema rimane 
intrappolato per un tempo  molto lungo 
in STATI QUASI-STAZIONARI 
(QSS) METASTABILI dove la 
temperatura, è minore di quella 
prevista all’equilibrio (Teq=0.476). 

Equilibrio
QSS x Quando , la temperatura dei QSS 

tende al valore limite TQSS= 0.38  e il 
sistema non raggiunge MAI il regime di 
equilibrio! 

N ®¥



Stati metastabili (QSS) 



Meccanica Statistica di
Boltzmann-Gibbs

ESPONENZIALE GAUSSIANA

Meccanica Statistica 
Generalizzata

di Tsallis

STRONG CHAOS

Gas PerfettoGrado di Disordine

WEAK CHAOS



Meccanica Statistica di Tsallis
Nell’ultima decade molti sforzi sono stati compiuti per capire se e fino a che punto la Meccanica 
Statistica di Boltzmann Gibbs (BG) possa essere generalizzata ed estesa ai sistemi lontani 
dall’equilibrio, nei casi in cui le ipotesi di strong chaos ed ergodicità siano violate e la dinamica del 
sistema giochi un ruolo fondamentale...

In particolare, uno di questi tentativi è stato compiuto da Constantino Tsallis a partire dalla fine degli 
anni ’80 con la sua MECCANICA STATISTICA GENERALIZZATA o NON-ESTENSIVA

J. Stat. Phys. 52 (1988) 479

Entropia di
Boltzmann-Gibbs

dove W indica il numero di microstati. Nel 
caso in cui valga il principio di equiprobabilità 
a priori         , allora si ritrova l’entropia 
microcanonica: con

Quella di BG è l’unica forma entropica a soddisfare gli «assiomi di Khinchin»

A e B indipendenti: S è ADDITIVA
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Entropia di
Tsallis

con
dove

è il q-logaritmo 

Quella di Tsallis è l’unica forma entropica a soddisfare gli «assiomi di Abe»

A e B indipendenti: Sq è NON ADDITIVA (per q≠1)



L’entropia di Tsallis si riduce all’entropia di Boltzmann-
Gibbs quando l’indice entropico q tende al valore 1  

J. Stat. Phys. 52 (1988) 479

La quantità |q – 1| misura dunque le correlazioni presenti nel sistema!

L’entropia di BG è sempre additiva ed è 
estensiva per sistemi all’equilibrio privi di 
correlazioni (strong mixing, q=1)
L’entropia di Tsallis è sempre non additiva 
ed è estensiva per sistemi fuori equilibrio 
con correlazioni (weak mixing, q>1)

La Meccanica Statistica è q-invariante!
Nell’ultima decade molti sforzi sono stati compiuti per capire se e fino a che punto la Meccanica 
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dall’equilibrio, nei casi in cui le ipotesi di strong chaos ed ergodicità siano violate e la dinamica del 
sistema giochi un ruolo fondamentale...

In particolare, uno di questi tentativi è stato compiuto da Constantino Tsallis a partire dalla fine degli 
anni ’80 con la sua MECCANICA STATISTICA GENERALIZZATA o NON-ESTENSIVA



Test di Estensività:
è il sistema a «scegliere»

QUINDI E’ IL SISTEMA A «DECIDERE» QUAL’E’ L’ENTROPIA PIU’ CORRETTA DA 
UTILIZZARE PER DESCRIVERLO: SARA’ QUELLA CHE SODDISFA 
L’ESTENSIVITA’, OSSIA QUELLA CHE SCALA LINEARMENTE CON N NEL LIMITE 
TERMODINAMICO (TEST DELL’ESTENSIVITA’).

La massimizzazione della Sq permette di ottenere una generalizzazione del peso di Boltzmann
che si può esprimere attraverso una funzione q-esponenziale, che per q > 1 è una legge di
potenza:
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Quì l’entropia di BG è estensiva! Qui è l’entropia di Tsallis (con q=1.1) 
ad essere estensiva, mentre quella
di BG non lo è!



La Meccanica Statistica di 
Tsallis e i Sistemi complessi
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Anomalie nei sistemi con 
interazioni a lungo raggio

x



Decadimento q-exp delle 
correlazioni nel modello HMF

Ad esempio il decadimento della  
funzione di correlazione delle velocità nel 
modello HMF sembra essere ben 
riprodotto per mezzo di funzioni di tipo q-
esponenziale:

con  x = - t / t .

1
1( ) [1 (1 ) ] q

qAe x A q x -= + -

Pluchino, Latora,  Rapisarda, Physica D 193 (2004) 315; 

Nel regime QSS troviamo q = 1.55, 
valore che indica uno scaling a 
legge di potenza  (power law).

Tsallis

D’altra parte, all’equilibrio il 
decadimento è quasi esponenziale 
e infatti il fit dà un q prossimo ad 1.

Boltzmann-Gibbs

QSS: q=1.55
Equilibrio: q=1.12



Violazione del Teorema 
Centrale del Limite

Il Teorema Centrale del Limite (CLT) afferma che la distribuzione delle somme di 
n variabili stocastiche indipendenti, per n tendente a infinito, tende ad una 
distribuzione normale (gaussiana, simmetrica con code esponenziali). Tsallis, con 
Umarov e Steinberg è riuscito a generalizzare il CLT a sistemi che presentino un 
certo tipo di correlazioni e ha dimostrato che in questo caso l’attrattore della 
distribuzione delle somme di n variabili q-correlate è una distribuzione                  
q-gaussiana, che è una generalizzazione della gaussiana, sempre simmetrica ma 
(per q>1) con code «larghe», a legge di potenza (fat tails). 

q-gaussiana

q-esponenziale

Per q=1 
ovviamente si 
ritrova la 
distribuzione 
gaussiana

S. Umarov, C. Tsallis and S. Steinberg, On a q-central limit theorem consistent with nonextensive statistical mechanics, Milan J. Math. 76, 307 (2008) 



Violazione del Teorema Centrale 
del Limite nel modello HMF

Se nel modello HMF costruiamo delle variabili y definite come somma delle 
velocità:

si osservano delle violazioni del CLT negli stati QSS, dove si osservano delle 
distribuzioni P(y) q-gaussiane, con code a legge di potenza:



La dipendenza dal range di 
interazione: il Modello 𝝰-XY
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Il modello α-XY generalizza il modello HMF poiché adesso, data una coppia di 
rotatori planari i e j, tra di essi agisce una forza d'interazione che dipende 
dall'inverso di una certa potenza 𝝰 della loro distanza reciproca in un reticolo      
d-dimensionale: 

- se α > d, l'interazione è a corto raggio poichè il  range di 
interazione assume un valore finito e ciò significa che ogni 
rotatore interagisce solo con pochi vicini dentro un intorno 
di raggio S (un cerchio in un reticolo 2D).

- se 0 ≤ α ≤ d, l'interazione è a lungo raggio e in 
particolare, per α = 0, il range di interazione tende a 
divergere, e si ritrovano le condizioni del modello HMF. 

Esempio: d=2

Anteneodo C. and Tsallis C. (1998) Phys. Rev. Le:. 80 5313



QSS nel Modello 𝝰-XY per d=1
Stati quasi-stazionari (QSS) per U=0.69 si osservano anche nel modello α-XY:



Distribuzione delle velocità nel 
Modello 𝝰-XY (d=1) 

Se d=1, per α > 1, ossia quando l'interazione è a corto raggio, la distribuzione 
delle velocità all’equilibrio è quella gaussiana di Boltzmann-Gibbs:



Per α < 1, ossia quando l'interazione è a lungo raggio, il sistema resta 
lontano dall’equilibrio e, a parità di tutti gli altri parametri, la distribuzione 
delle velocità è q-gaussiana:

Distribuzione delle velocità nel 
Modello 𝝰-XY (d=1) 



Distribuzione delle velocità nel 
Modello 𝝰-XY (d=1) 



Distribuzione delle velocità nel 
Modello 𝝰-XY (d dimensioni) 



CLT e sua violazione nel Modello 𝝰-XY
in d dimensioni 
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Mappe Conservative  
(area-preserving)
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Kicked Rotator



Tirnakli and Borges (2016 Sci. Rep. 6 23644)
Kicked Rotator



Tirnakli and Borges (2016 Sci. Rep. 6 23644)
Kicked Rotator



EDGE OF CHAOSSTRONG CHAOS

Tirnakli and Borges (2016 Sci. Rep. 6 23644)
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Sistema di 5 oscillatori accoppiati



Sistema di N oscillatori accoppiati

Analogo dissipativo 
del sistema di 

rotatori planari di HMF!



Il modello di Kuramoto descrive la dinamica di un sistema di N oscillatori 
accoppiati, ognuno caratterizzato da una fase θi (t) al tempo t e da una frequenza 
propria ωi , indipendente dal tempo. 

Yoshiki Kuramoto 

dove K ≥ 0 è la costante di accoppiamento e il fattore 1/N assicura un corretto comportamento al 
limite di N → ∞. Si noti che ogni oscillatore interagisce allo stesso modo con tutti gli altri, quindi si 
tratta anche in questo caso di un modello mean field, cioè con interazioni a lungo raggio come nel 
modello HMF, ma stavolta invece che con un flusso Hamiltoniano abbiamo a che fare con un flusso 
dissipativo a N dimensioni.

(1)

θi 
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Nel limite di N → ∞ la distribuzione delle frequenze naturali ωi può essere descritta da una certa 
funzione di probabilità g(ω), tipicamente Gaussiana o uniforme, che per semplicità si assume 
simmetrica rispetto alla sua frequenza media Ω (che per la simmetria rotazionale del sistema si può 
considerare nulla, cioè Ω=0).

� 

g(ω)

� 

0

Distribuzione Gaussiana 
delle frequenze naturali

� 

g(ω)

� 

0 ωω

Distribuzione uniforme 
delle frequenze naturali



Il modello di Kuramoto descrive la dinamica di un sistema di N oscillatori 
accoppiati, ognuno caratterizzato da una fase θi (t) al tempo t e da una frequenza 
propria ωi , indipendente dal tempo. 

Yoshiki Kuramoto 

dove K ≥ 0 è la costante di accoppiamento e il fattore 1/N assicura un corretto comportamento al 
limite di N → ∞. Si noti che ogni oscillatore interagisce allo stesso modo con tutti gli altri, quindi si 
tratta anche in questo caso di un modello mean field, cioè con interazioni a lungo raggio come nel 
modello HMF, ma stavolta invece che con un flusso Hamiltoniano abbiamo a che fare con un flusso 
dissipativo a N dimensioni.
Nel limite di N → ∞ la distribuzione delle frequenze naturali ωi può essere descritta da una certa 
funzione di probabilità g(ω), tipicamente Gaussiana o uniforme, che per semplicità si assume 
simmetrica rispetto alla sua frequenza media Ω (che per la simmetria rotazionale del sistema si può 
considerare nulla, cioè Ω=0).
Secondo l’equazione (1), mentre ogni oscillatore tende a muoversi indipendentemente con la propria 
frequenza naturale ωi , il termine di accoppiamento tende a sincronizzarlo con tutti gli altri. Se, 
quindi, per bassi valori del parametro K il sistema rimane incoerente e desincronizzato, per alti valori 
di K esso tenderà verso la sincronizzazione collettiva. Come vedremo più avanti, il passaggio dallo 
stato incoerente a quello sincronizzato può essere visto a tutti gli effetti come una transizione di fase 
spontanea al crescere del valore del parametro di accoppiamento oltre una certa soglia critica. 

(1)



E’ necessario, prima di procedere oltre, fare una breve precisazione, utile a chiarire la dinamica di 
sincronizzazione degli oscillatori. Il fatto che il sistema sia dissipativo induce a pensare che ad un 
certo punto la dinamica si arresti. In effetti, questo sarebbe vero se non ci fossero i termini ωi ad agire 
come forzanti esterne. Infatti, la dinamica degli oscillatori si organizza sempre in modo tale che la 
media delle loro velocità, a qualsiasi istante di tempo, sia sempre costante e uguale a Ω:

ed invertendo gli indici nell’ultima sommatoria, cosa resa possibile dal fatto che essi sono indici muti, 
si ha: 

Dunque gli oscillatori si fermeranno solo nel caso in cui la distribuzione g(ω) sia tale che Ω = 0. In 
realtà, per N finito, nonostante g(ω) sia simmetrica, Ω non è mai esattamente nulla e gli oscillatori 
continueranno a ruotare, tanto più lentamente quanto più è grande N. 



Per poter caratterizzare lo stato macroscopico del sistema e dare una misura della sua 
sincronizzazione è conveniente introdurre il seguente parametro d’ordine complesso (analogo della 
magnetizzazione M nel modello HMF):

Essendo uno stato qualunque del sistema (θ1, θ2, ..., θN ) rappresentato come 
un set ordinato di N punti eiθi su un cerchio unitario, di conseguenza reiψ

rappresenta il centroide delle fasi degli oscillatori. Il raggio r misura la 
coerenza in fase e ψ è la fase media. 

Nel caso in cui gli oscillatori si muovano come un unico gruppo, le loro fasi assumono in media lo 
stesso valore ψ ed r ≃ 1, cioè il sistema è simile ad un oscillatore gigante. Se invece gli oscillatori 
sono disposti in maniera casuale sul cerchio unitario, allora le loro fasi sono uniformemente 
distribuite e le oscillazioni individuali si sommano in maniera incoerente, dunque r ≃ 0. Perciò il 
valore di r è una misura macroscopica della sincronizzazione del sistema. 

Tuttavia, è opportuno distinguere tra sincronizzazione in frequenza, che si raggiunge quando la forza 
esercitata dal termine di accoppiamento bilancia quella dovuta alle frequenze naturali e ogni 
oscillatore ruota alla stessa frequenza, pur mantenendo inalterata la fase, e sincronizzazione totale, in 
cui le frequenze degli oscillatori sono uguali ad Ω (θi = Ω, ∀i) e la loro differenza di fase resta 
confinata in un piccolo intervallo di valori. Noi studieremo quest’ultima, anche se è bene precisare 
che non si può mai avere una sincronizzazione perfetta in fase (r = 1) perchè in questo caso si 
avrebbe θi = θj ∀i, j e, dalla (1) seguirebbe che θi = ωi, cioè ogni oscillatore ruoterebbe con la propria 
frequenza naturale, cosa che contraddice la stessa ipotesi di sincronizzazione totale! 

(2)

.

.



Una volta introdotto il parametro d’ordine, è possibile scrivere la (1) in una forma più conveniente. 
Infatti, moltiplicando ambo i membri della (2) per e-iθi , si ha: 

Poiché in generale eiφ = cos φ + i sin φ, uguagliando tra loro le parti immaginarie: 

e le (1) diventano quindi un set di equazioni disaccoppiate:

(3)

In questa forma è evidente il carattere di campo medio (mean field) del modello. Infatti, pur essendo 
le (3) disaccoppiate, la dipendenza di ogni oscillatore da tutti gli altri è implicita, in quanto sia r che 
ψ sono quantità medie che dipendono dal comportamento collettivo del sistema. Ogni oscillatore è 
accoppiato alla fase media ψ(t) con un parametro di accoppiamento dato da Kr : per un certo valore 
di K, più aumenta la coerenza del sistema nel tempo, più cresce r e, di conseguenza, crescerà anche 
l’accoppiamento effettivo Kr, che tende a raggruppare tutti gli oscillatori in un unico blocco. 

Dalle equazioni (3) appare anche chiaramente che il comportamento complesso del modello di 
Kuramoto emerge dalla competizione tra il termine di accoppiamento parametrizzato da Kr, che 
tende a «ordinare» (sincronizzare) gli oscillatori, e le loro frequenze naturali ωi , che tendono a 
«disordinarli» facendoli oscillare ciascuno per conto proprio. 



Da un punto di vista teorico, è possibile mostrare una analogia formale tra il modello HMF, 
conservativo, e il modello di Kuramoto, dissipativo. L’idea è che le equazioni del moto di entrambi i 
modelli possono essere viste come casi particolari delle equazioni generali in campo medio che 
regolano l’evoluzione dinamica di un set di N pendoli forzati e smorzati con massa e lunghezza 
unitaria (e g=1): 

dove B rappresenta il coefficiente di smorzamento, Γ è una forzante esterna e C è il termine di 
accoppiamento, mentre r e 𝜙 sono, rispettivamente, il modulo e la fase del parametro d’ordine 
complesso che misura la sincronizzazione dei pendoli. 

Nel caso conservativo, cioè per B=0, in assenza di forzanti esterne (Γ=0) e per un accoppiamento 
unitario (C=1) le (4) diventano formalmente equivalenti alle equazioni del moto in campo medio del 
modello HMF (coincidendo il parametro d’ordine r con la magnetizzazione M dei rotatori planari): 

(4)

D’altra parte, per B>>1 (caso dissipativo sovra-smorzato), nelle equazioni (4) i termini      diventano  
trascurabili ed esse risultano analoghe alle equazioni del moto in campo medio del modello di 
Kuramoto: 

avendo identificato le frequenze naturali ωi  con delle forzanti esterne Γi/B e il coefficiente di 
accoppiamento K = C/B.



Assumendo una certa distribuzione delle frequenze naturali g(ω) e 
distribuendo a t = 0 gli oscillatori uniformemente sul cerchio 
unitario, le simulazioni mostrano che anche il modello di 
Kuramoto, come quello HMF, mostra una transizione di fase in 
corrispondenza di un certo valore critico KC: al di sotto di questo 
valore il disordine prevale e gli oscillatori continuano a muoversi 
rimanendo uniformemente distribuiti sul cerchio unitario, quindi  
r → 0; per K > KC, lo stato incoerente diventa instabile e r tende 
ad aumentare saturando in corrispondenza di un certo r∞ < 1 
(sincronizzazione parziale), il cui valore dipende solo da K e non 
dalla particolare realizzazione delle condizioni iniziali. 

Evoluzione del parametro d’ordine r in 
funzione del tempo per due diversi valori di 
K, sotto e sopra la soglia critica.

Fase 
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Valore asintotico del parametro d’ordine r∞ in funzione di K

r∞

0

1
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Sincronia
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Il merito di Yoshiki Kuramoto fu quello di riuscire a ricavare analiticamente, con una procedura basata 
su considerazioni di simmetria per la soluzione stazionaria r∞ , il valore critico KC nel limite di un 
numero infinito di oscillatori. In condizioni stazionarie r(t) è costante e il vettore 𝑟  ruota 
uniformemente alla frequenza Ω. Mettendosi nel sistema di riferimento che ruota con frequenza Ω, e 
spostando eventualmente l’origine in maniera opportuna, si può considerare ψ = 0. In questo caso, le 
equazioni del moto (3) diventano: 

Alla base dell’analisi di Kuramoto c’è una condizione di autoconsistenza: essendo r costante, ogni 
oscillatore è indipendente da tutti gli altri, e sarà quindi possibile risolvere l’equazione del moto 
comune a tutti gli oscillatori, la cui soluzione implicherà valori di r e di ψ che dovranno essere 
consistenti con i valori originariamente assunti. 

(5)

La (5) ha due tipi di soluzioni, a seconda che la frequenza naturale dell’i-esimo oscillatore sia 
maggiore o minore del parametro di accoppiamento Kr: 
•gli oscillatori con |ωi| ≤ Kr si avvicinano al punto fisso stabile (�̇�! = 0	 ∀𝑖) definito dalla condizione 
ωi = Kr sin θi con |θi| ≤ π : questi oscillatori sono parzialmente sincronizzati in fase e ruotano alla 
frequenza Ω (nel sistema di riferimento originario); 
•gli oscillatori con |ωi| > Kr ruotano sul cerchio unitario in maniera casuale e incoerente, accelerando in 
prossimità di certe posizioni e rallentando in prossimità di altre. 

Per distinguere i due tipi di oscillatori, spesso quelli appartenenti al primo gruppo vengono chiamati 
“locked-oscillators”, quelli appartenenti al secondo “drifting-oscillators”. 



Nel limite di un numero infinito di oscillatori si può supporre che questi siano distribuiti con una 
densità di probabilità ρ(θ,ω,t). Sia ρ(θ,ω) dθ la frazione di oscillatori con frequenza naturale ω e fase 
compresa tra θ e θ + dθ in condizioni stazionarie.

locked-oscillators

drifting-oscillators



Nel limite di un numero infinito di oscillatori si può supporre che questi siano distribuiti con una 
densità di probabilità ρ(θ,ω,t). Sia ρ(θ,ω) dθ la frazione di oscillatori con frequenza naturale ω e fase 
compresa tra θ e θ + dθ in condizioni stazionarie. La condizione di stazionarietà implica una densità 
ρ(θ,ω) inversamente proporzionale alla velocità �̇�!. Si ha quindi: 

dove il valore della costante C si ricava imponendo la 
normalizzazione della ρ(θ,ω):

(6)

Sfruttando la condizione di autoconsistenza per il parametro d’ordine r, Kuramoto riuscì a ricavare la 
seguente equazione: 

che ammette una prima soluzione banale r = 0, corrispondente allo stato incoerente con una densità 
di probabilità degli oscillatori che (come si vede sostituendo C nella (6) e poi ponendo r = 0) rimane 
costante:  

e una seconda soluzione non banale, corrispondente allo stato parzialmente sincronizzato che si 
ottiene per: 

e che si distacca dalla soluzione con r = 0 in corrispondenza di un valore critico KC del parametro di 
accoppiamento (ricavabile nel limite 𝑟 → 0"):



Dunque KC dipende solo dal valore che assume la distribuzione delle frequenze g(ω) in 
corrispondenza di ω=0. Però il carattere della transizione di fase dipende dal tipo di distribuzione 
scelta. Nel grafico (a), ad esempio, la g(ω) è uniforme (waterbag) con ω ∈ [−2, 2], quindi (essendo la 
distribuzione normalizzata ad area unitaria) si avrà g(0)=1/4 e KC =2.547: in questo caso si vede che 
la transizione è brusca (transizione del primo ordine). Nel grafico (b), invece, g(ω) è gaussiana (con   
σ = 1) quindi g 𝜔 = 1/ 2𝜋	exp(−𝜔#/2 ) , da cui g(0)=1/ 2𝜋	 e KC =1.596: stavolta la transizione 
è continua (del secondo ordine, come nel caso del modello HMF). 

� 

KC =
2

πg(0)

� 

g(ω)

� 

0

Distribuzione Gaussiana 
delle frequenze naturali

� 

g(ω)

� 

0 ω

ω
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delle frequenze naturali

G.MIRITELLO, A.PLUCHINO, A.RAPISARDA (2009). Phase Transitions and Chaos in Long-Range Models of Coupled Oscillators. Europh. Lett. vol. 85, pp. 10007

−2 2

σ = 1



In realtà è anche possibile passare da un tipo di transizione all’altra facendo aumentare gradualmente 
la deviazione standard della distribuzione Gaussiana delle frequenze, trasformandola infine (per        
σ > 5) in una distribuzione uniforme: 

G.MIRITELLO, A.PLUCHINO, A.RAPISARDA (2009). Central Limit Behavior in the Kuramoto model at the "Edge of Chaos". Physica A 388, 4818-4826.



Ma l’analogia del modello di Kuramoto col modello HMF va oltre la presenza della transizione di 
fase: si è visto infatti che, quando K assume valori prossimi a quello critico (KC =2.547), così come 
accadeva nel modello HMF anche qui iniziano ad emergere stati metastabili, in cui il parametro 
d’ordine si mantiene, per un certo intervallo di tempo, ad un valore più basso del valore asintotico r∞ :

G.MIRITELLO, A.PLUCHINO, A.RAPISARDA (2009). Phase Transitions and Chaos in Long-Range Models of Coupled Oscillators. Europh. Lett. vol. 85, pp. 10007



Quanto abbiamo visto può essere sintetizzato in un diagramma di fase K-σ, dove si vede che, 
all’aumentare di σ, il valore KC aumenta anch’esso gradualmente formando una «linea critica» 
tratteggiata: questa linea separa la fase incoerente (omogenea) da quella coerente (sincronizzata) ed è 
circondata da una zona di sincronia parziale all’interno della quale appare una linea (blu) che 
identifica i valori di K per cui si manifestano gli stati metastabili. A differenza però di quanto 
accadeva in HMF, calcolando l’esponente massimale di Lyapunov (LLE) in questi diversi regimi, si 
vede che è la fase incoerente a trovarsi al margine del caos (Edge of Chaos, con LLE circa zero).

G.MIRITELLO, A.PLUCHINO, A.RAPISARDA (2009). Central Limit Behavior in the Kuramoto model at the "Edge of Chaos". Physica A 388, 4818-4826.
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CLT attractor

Fully Chaotic 
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Sappiamo che, secondo il CLT standard, la somma (normalizzata) di un grande numero di variabili 
casuali INDIPENDENTI è approssimativamente distribuita come una variabile casuale normale 
standard (distribuzione Gaussiana). Se come variabili prendiamo le fasi degli oscillatori di Kuramoto ad 
istanti di tempo successivi (con passo 𝛿) nel regime caotico, cioè nella fase parzialmente sincronizzata 
con 0 < r < 0.2, troviamo in effetti una distribuzione Gaussiana (una parabola in scala Log-Lin) :

Max.Esp.di Lyapunov > 0

G.MIRITELLO, A.PLUCHINO, A.RAPISARDA (2009). Central Limit Behavior in the Kuramoto model at the "Edge of Chaos". Physica A 388, 4818-4826.
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Max.Esp.di Lyapunov ≈ 0

G.MIRITELLO, A.PLUCHINO, A.RAPISARDA (2009). Central Limit Behavior in the Kuramoto model at the "Edge of Chaos". Physica A 388, 4818-4826.

Prendendo invece le stesse variabili dinamiche al margine del caos, cioè nella fase incoerente con r ~	0 
dove il LLE rimane anch’esso nullo, la distribuzione non segue più le previsioni del CLT ma viene ben 
fittata dalla curva q-Gaussiana introdotta nella Meccanica Statistica Generalizzata di Tsallis, con le sue 
tipiche code a legge di potenza: anche nel modello di Kuramoto, quindi, la presenza di correlazioni a 
lungo raggio tra gli oscillatori produce la violazione dei teoremi statistici standard!
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