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Autosimilarità e 
Invarianza di Scala

Non linerarità e 
Soglie Critiche

Reti Complesse tra 
Ordine e Caos



Legge di Potenza
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Log(y )= – k Log(x)

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥!"



La presenza di leggi di potenza e invarianza di scala in molti sistemi fisici, 
biologici, economici o sociali, indica che tali sistemi, per quanto 
apparentemente diversi tra loro, si organizzano spontaneamente in uno stato 
dalle caratteristiche comuni, al confine tra ordine e disordine, detto:

LaLegge di Potenza

Eventi Estremi



1998 - Watts e Strogatz (USA) 
Scoprono che il segreto delle
reti “piccolo mondo” si trova al
confine tra ordine e disordine!

Ha una forte aggregazione,
ma non è un ‘piccolo mondo’ ma non ha aggregazione

E’ un ‘piccolo mondo’.

Watts and Strogatz, Nature 393, 440 (1998)

E’ un ‘piccolo mondo’ 
ma ha anche una forte 

aggregazione!



Gaussiana

Reti Small World “Egualitarie”: 
hanno una scala caratte-
ristica e non hanno “hub”

Legge di Potenza

Reti Small World “Aristocratiche”: 
sono prive di scala (reti

“scale free”) ma dotate di “hub”



LaLegge di Potenza

Esempi di reti scale-free





Autosimilarità e 
Frattali

Non linearità e 
Soglie Critiche

Reti Complesse tra 
Ordine e Caos

Fenomeni Emergenti e 
Auto-Organizzazione 
at the Edge of Chaos





Un automa cellulare (dall'inglese Cellular automaton o Cellular automata, abbrev. 
CA) è un modello matematico discreto usato per descrivere l'evoluzione di sistemi 
complessi, studiati in teoria della computazione, matematica, fisica, biologia, etc. 

Un automa cellulare consiste di una griglia (il 
“mondo”), di solito 1D o 2D, costituita da un 
numero finito o infinito di celle. Ciascuna di 
queste celle può assumere un insieme finito di 
stati (ad esempio, "vivo" o "morto”, on-off, bianco-
nero). Per ogni cella è necessario anche definire 
l'insieme delle celle che sono da considerare 
"vicine" alla cella data. Ad un certo tempo t=0 si 
assegna ad ogni cella un determinato stato. 
L'insieme di questi stati costituisce lo stato iniziale 
dell'automa cellulare. Dopo un tempo prefissato 
ogni cella cambierà stato contemporaneamente a 
tutte le altre, secondo una regola fissata (che 
varia a seconda dell'automa cellulare preso in 
considerazione). Il modo in cui cambia stato una 
cella dipende solamente dal proprio stato 
attuale e dagli stati delle celle "vicine".

automa cellulare 1D 

automa cellulare 2D 

“vicinato” della cella viva
celle “morte”
celle “vive”

t=0

t=0



Gli automi cellulari unidimensionali sono rappresentati da una successione di righe 
ciascuna delle quali contiene una certa configurazione di celle accese o spente ad 
un certo tempo (iterazione). Dalla configurazione delle celle di una riga (al tempo t) è 
possibile ricavare la configurazione di ogni cella della riga successiva (al tempo t+1) 
per mezzo di certe regole: 

Per descrivere sinteticamente queste regole il fisico Stephen Wolfram ha proposto di 
usare il numero binario che si viene a formare, in questo caso 10111110. Questo 
numero equivale, in notazione decimale, a 190 (128+32+16+8+4+2), da cui il nome 
della regola secondo la notazione di Wolfram sarà “regola 190”.

Poiché lo stato al tempo t+1 di ogni cella dipende, oltre che dal proprio stato al tempo 
t, anche dallo stato delle sue 2 vicine al tempo t, e poiché ogni cella può assumere 2 
stati, esistono 2^3=8 possibili configurazioni delle 3 celle al tempo t. Ma per 
ciascuna di queste configurazioni, la nuova cella al tempo t+1 avrà anch’essa 2 
possibili stati, quindi vi saranno in totale 2^8 = 256 regole possibili, del tipo: 

t

t+1

20=121=222=423=824=1625=3226=6427=128

t
t+1

IF IF IF IF IF IF IF IF

Regola N. 





tempo

spazio

Esempio:



E’ incredibile osservare come, variando la regola di base, si ottengano 
comportamenti completamente differenti tra loro nel diagramma spazio-
tempo dell’automa, da strutture ordinate e regolari a strutture più disordinate e 
apparentemente caotiche, passando per configurazioni frattali e autosimilari. 

0 0 0 0 0 0 0 0     = 0

0 0 0 0 0 0 0 1     = 1

0 0 0 0 0 0 1 0     = 2

1 1 1 1 1 1 1 1     = 255

regola 254

regola 90

regola 250Le 256 regole:
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«oggetto» fermo nello spazio «oggetto» in moto verso destra…

Configurazioni
più complesse,
simmetriche o 
asimmetriche…

regola 100 regola 48

regola 28

regola 67

regola 145



La regola 110 genera addirittura un automa Turing-compatibile, cioè 
capace di eseguire un qualsiasi algoritmo per computer…

Macchina di Turing



1992-2002





Il Gioco della Vita (Game of Life) è un automa cellulare 
bidimensionale sviluppato dal matematico inglese John Conway sul 
finire degli anni sessanta ed è probabilmente l'esempio più famoso 
di automa cellulare: il suo scopo è quello di mostrare come 
comportamenti estremamente complessi (come sono quelli mostrati 
dai sistemi biologici) possano emergere da semplici regole e 
interazioni locali deterministiche.

Come vedremo tra poco, nel mondo 
bidimensionale del gioco “Life”, partendo 
da una distribuzione casuale di celle vive e 
morte, compaiono configurazioni emergenti 
di diverso tipo, tra cui configurazioni 
statiche, configurazioni periodiche 
(oscillatori), e configurazioni dinamiche di 
crescente complessità, alcune delle quali 
addirittura si spostano sulla griglia come se 
fossero delle entità indipendenti, dei veri e 
propri organismi viventi… 



1989



dim=0,5

Edge of Chaos

ORDINE CAOS



1993



“Il segreto della Vita non è in ciò che essa è ma in ciò che essa fa” 



Gli ingredienti per costruire il nostro universo giocattolo sono 4:



“vicinato” di una 
data cella

celle “morte”
celle “vive”

Lo spazio fisico (universo) del “gioco della vita” è una griglia bidimensionale 
costituita da “cellette” che possono assumere solo due stati: vive (nere, piene) o 
morte (bianche, vuote). Le 8 celle immediatamente adiacenti ad una data cella 
costituiscono il suo “vicinato”.



La topologia della griglia-universo è quella di una 
superficie toroidale (una “ciambella”):

 un esempio di Universo 2D finito ma illimitato…



Le condizioni iniziali dell’universo giocattolo del “gioco della vita” sono 
di solito rappresentate da una griglia con una configurazione casuale 
di cellette vive o morte (cioè nere o bianche). Un parametro D regola la 
densità iniziale delle celle vive (cioè la percentuale di celle vive rispetto 
al totale). Ponendo D=35(%), al tempo t=0 il nostro universo 
bidimensionale si presenta ad esempio così:

t=0

Condizioni iniziali casuali a densità variabile



t=0

Condizioni iniziali… particolari;-)

Ovviamente è possibile scegliere delle condizioni iniziali particolari, che 
magari sembrano casuali ma non lo sono… questo ad esempio era il mio 
green-pass post vaccinazione 2021, con densità D=49(%)…. 



2) Legge della Morte: una 
cella viva (nera, al centro) 
con esattamente M vicini vivi 
sopravvive; altrimenti muore 
(per isolamento o 
sovraffollamento)

Ad es.
se M=2

Le leggi fisiche (regole del gioco) che determinano l’evoluzione 
dinamica dello stato delle cellette nel tempo, a partire da un certo stato 
iniziale a t=0 (che come abbiamo detto è di solito rappresentato da una 
configurazione casuale di celle vive e morte), sono solo due:

1) Legge della Nascita: una 
cella morta (bianca, al 
centro) con esattamente N 
vicini vivi nasce, diventando 
viva (nera)

Ad es.
se N=3:



Le costanti di natura sono i cosiddetti “parametri liberi” (parametri di 
controllo) che determinano le condizioni iniziali dell’universo o che 
compaiono nelle leggi fisiche. In questo caso, come si è già visto, 
abbiamo solo tre parametri liberi:  

D: definisce la densità iniziale di celle vive nel nostro 
universo giocattolo. 

N: rappresenta il numero di celle vicine vive necessarie a far 
nascere una cella morta (parametro di nascita). 

M: rappresenta il numero di celle vicine vive necessarie a far 
sopravvivere una cella viva (parametro di sopravvivenza).

DIVERTIAMOCI DUNQUE AD INTERPRETARE
IL RUOLO DI UNA SORTA DI “PROGETTISTA COSMICO” 

CHE GIOCHI CON I VALORI DEI PARAMETRI 
LIBERI DELL’UNIVERSO DEL «GAME OF LIFE»…



La densità iniziale D non è molto importante, purché non sia troppo bassa 
(sotto il 5%) o troppo alta (sopra l’80%), nel qual caso conduce quasi sempre, 
rapidamente, a universi troppo vuoti, con al massimo pochissime strutture 
regolari:

D=4%
N=3
M=2 o 3

strutture
statiche

strutture
oscillanti



D=85%
N=3
M=2 o 3

La densità iniziale D non è molto importante, purché non sia troppo bassa 
(sotto il 5%) o troppo alta (sopra l’80%), nel qual caso conduce quasi sempre, 
rapidamente, a universi troppo vuoti, con al massimo pochissime strutture 
regolari:



D=30%
N=4
M=2 o 3

Fissiamo dunque la densità iniziale D tra il 5% e l’80%, ad esempio al 30% e 
vediamo cosa succede, invece, facendo variare il parametro di nascita N e 
tenendo M = 2 o 3 (simultaneamente). Si vede subito che valori di N=1 o N>3 
conducono rapidamente ad universi troppo ordinati, contenenti solo strutture 
statiche o oscillanti.



D=30%
N=2
M=2 o 3

Per N=2, invece, si cade nella situazione opposta e si ottengono universi troppo 
disordinati, dove non riesce a formarsi alcun tipo di struttura stabile. 
Sembra quindi che il valore del parametro di nascita N=3 sia alquanto speciale 
per ottenere universi interessanti…



D=30%
N=3
M=2 

Vediamo infine cosa succede se facciamo variare il parametro di 
sopravvivenza M tenendo D=30% ed N=3. Se diamo ad M un unico valore, 
otteniamo nuovamente universi troppo ordinati (M<=3) o troppo vuoti (M>=4).  



D=30%
N=3
M=2, 3 o 4 

Se invece diamo ad M più di due valori simultaneamente possibili, otteniamo 
sempre universi troppo disordinati.  



Sembra quindi che M debba avere due valori possibili simultaneamente per 
avere universi interessanti. Non solo, ma si può verificare che se questi valori 
sono diversi da 2 e 3 si ottengono nuovamente universi troppo vuoti e ordinati. 
Pare quindi che l’unica combinazione di parametri che conduce ad universi “al 
margine del caos”, ovvero adatti all’emergere della complessità, siano quelli 
(non a caso!) scelti originariamente da John Conway, ovvero: N=3 ed M=2 o 3:

D=30%
N=3
M=2 o 3

Qui è
J.Conway

il
Progettista 

Cosmico



D=30%
N=3
M=2 o 3

Strutture in movimento…

aliante

astronave leggera



D=30%
N=3
M=2 o 3

Strutture in movimento…



D=30%
N=3
M=2 o 3

Il “cannone” di Gosper: genera un aliante ogni
30 iterazioni (crescita infinita)

cannone

alianti



D=30%
N=3
M=2 o 3

Il “cannone” di Gosper: genera un aliante ogni
30 iterazioni (crescita infinita)



D=30%
N=3
M=2 o 3

Il generatore di alianti può emergere dalla collisione di 13 alianti 
accuratamente disposti a t=0 (condizioni iniziali «speciali»): 



Vediamo infine cosa viene fuori se facciamo partire il sistema 
dalle condizioni iniziali speciali di tipo green-pass…;-)D=30%

N=3
M=2 o 3



D=30%
N=3
M=2 o 3

Vediamo infine cosa viene fuori se facciamo partire il sistema 
dalle condizioni iniziali speciali di tipo green-pass…;-)





D=30%
N=3
M=2 o 3

Va sottolineato che le strutture complesse hanno bisogno di tempo per emergere 
dalla dinamica del gioco Life a partire da condizioni casuali, ma anche di spazio per 
assicurare una certa varietà nelle strutture stesse. Se infatti passiamo da una griglia 
40x40 (come le precedenti) ad una 100x100, aumentano le probabilità che strutture 
complesse interessanti nascano e non si estinguano dopo breve tempo.



“E’ probabile che, riempiendo una parte 
sufficientemente grande del piano infinito del Gioco 
della Vita per mezzo di una configurazione aleatoria, 
dopo un lungo periodo di tempo emergeranno degli 
esseri autoriproduttori intelligenti che popoleranno lo 
spazio…”
             John Conway

D=30%
N=3
M=2 o 3

Inoltre John Conway ha anche mostrato che:

1) il gioco Life ha le potenzialità di una macchina di Turing universale: in altre 
parole, con un tempo sufficiente a disposizione, ogni cosa che può essere 
elaborata algoritmicamente può essere elaborata nel contesto del Game of 
Life; 

2) attraverso le sue semplici regole deterministiche si 
possono realizzare strutture particolarmente complesse, 
come un costruttore universale o un auto-replicatore (cioè 
la base di qualunque tipo di processo evolutivo per 
selezione naturale).



“E’ probabile che, riempiendo una parte 
sufficientemente grande del piano infinito del Gioco 
della Vita per mezzo di una configurazione aleatoria, 
dopo un lungo periodo di tempo emergeranno degli 
esseri autoriproduttori intelligenti che popoleranno lo 
spazio…”
             John Conway

D=30%
N=3
M=2 o 3

Inoltre John Conway ha anche mostrato che:

1) il gioco Life ha le potenzialità di una macchina di Turing universale: in altre 
parole, con un tempo sufficiente a disposizione, ogni cosa che può essere 
elaborata algoritmicamente può essere elaborata nel contesto del Game of 
Life; 

2) attraverso le sue semplici regole deterministiche si 
possono realizzare strutture particolarmente complesse, 
come un costruttore universale o un auto-replicatore (cioè 
la base di qualunque tipo di processo evolutivo per 
selezione naturale).



http://rbeaulieu.github.io/3DGameOfLife/

3D



Universi troppo 
“ordinati”

Complessità

La complessità sembra emergere solo al margine del caos

L’Universo
“instabile”
di Conway

valori dei parametri
liberi

«Due pericoli minacciano 
costantemente il mondo: 
ordine e disordine».
         Paul Valery

D=30%
N=3
M=2 o 3
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Complessità
The Edge
of Chaos

«Due pericoli minacciano 
costantemente il mondo: 
ordine e disordine».
         Paul Valery

La complessità sembra emergere solo al margine del caos

Universi troppo 
“disordinati”

Universi troppo 
“ordinati”

valori dei parametri
liberi

D=30%
N=3
M=2 o 3



D=30%
N=3
M=2 o 3

Affinchè nel Gioco Life all’Edge of Chaos emergano strutture altamente complesse 
(come esseri autoriproduttori intelligenti) potrebbe però essere importante anche la 
dimensionalità dello spazio… magari invece di un piano 2D infinito occorrerebbe 
uno spazio 3D infinito:

La complessità sembra emergere solo al margine del caos

http://rbeaulieu.github.io/3DGameOfLife/

Aliante 3D



Oppure potrebbero essere importanti le interazioni a lungo raggio, che nel Gioco 
Life di Conway non esistono, ma che potrebbero essere introdotte trasformando la 
griglia toroidale 2D in un reticolo toroidale regolare in cui, con una certa probabilità 
p di rewiring, si sostituiscono alcuni legami a corto raggio con legami a lunga 
distanza, così da ottenere un reticolo small-world:

Reticolo regolare toroidale a primi vicini Reticolo Small-World con rewiring p > 0

La complessità sembra emergere solo al margine del caos

D=30%
N=3
M=2 o 3



Quello che si osserva, però, è che una maggiore connessione tra nodi distanti della 
rete (rewiring crescente) porta ad un congelamento precoce (eccesso di ordine) e  
riduce  il  tempo di vita medio <T> del sistema… 

La complessità sembra emergere solo al margine del caos

Reticolo Small-World con rewiring p = 0.007

T

p

Reticolo 
regolare a primi 

viciniD=30%
N=3
M=2 o 3



Quello che si osserva, però, è che una maggiore connessione tra nodi distanti della 
rete (rewiring crescente) porta ad un congelamento precoce (eccesso di ordine) e 
riduce il tempo di vita medio <T> del sistema… Per riportare il sistema al margine 
del caos (dove <T> è abbastanza alto) bisogna aggiungere un altro ingrediente che 
risulta essere un rumore di fondo (noise) in grado di far cambiare stato alle celle in 
maniera casuale con una certa probabilità q… 

Reticolo Small-World con p = 0.007 e q = 0.001

T

p

T

q

Reticolo 
regolare a primi 

vicini

La complessità sembra emergere solo al margine del caos

D=30%
N=3
M=2 o 3



RUMORE DI FONDO

UNIVERSO
DEL GIOCO LIFE

con interazioni a lungo raggio

Quello che si osserva, però, è che una maggiore connessione tra nodi distanti della 
rete (rewiring crescente) porta ad un congelamento precoce (eccesso di ordine) e 
riduce il tempo di vita medio <T> del sistema… Per riportare il sistema al margine 
del caos (dove <T> è abbastanza alto) bisogna aggiungere un altro ingrediente che 
risulta essere un rumore di fondo (noise) in grado di far cambiare stato alle celle in 
maniera casuale con una certa probabilità q… 

La complessità sembra emergere solo al margine del caos

D=30%
N=3
M=2 o 3



Universi troppo 
“ordinati”

Complessità

Anche nel nostro Universo la complessità sembra emergere solo al margine del caos

Anche 
il nostro Universo

è instabile?

Le recenti scoperte scientifiche mettono in luce un fatto che lascia alquanto 
sconcertati: come accade nel gioco “life”, anche i parametri fondamentali del 
nostro universo sembrano calibrati in modo apparentemente miracoloso per 
permettere l’esistenza della vita e della complessità.  Ad es., spostamenti anche 
minimi dei valori delle costanti fondamentali potrebbero dare luogo a universi 
altrettanto fisicamente sensati del nostro, ma senza alcuna speranza di ospitare 
un qualunque tipo di struttura complessa.

valori delle costanti
fondamentali

«Due pericoli minacciano 
costantemente il mondo: 
ordine e disordine».
         Paul Valery
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minimi dei valori delle costanti fondamentali potrebbero dare luogo a universi 
altrettanto fisicamente sensati del nostro, ma senza alcuna speranza di ospitare 
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valori delle costanti
fondamentali

«Due pericoli minacciano 
costantemente il mondo: 
ordine e disordine».
         Paul Valery

Anche nel nostro Universo la complessità sembra emergere solo al margine del caos



Perché viviamo in un universo favorevole alla vita?

Paul Davies

“Io prendo sul serio la vita, la mente e la finalità, e 
ammetto che l’universo quanto meno sembra progettato 
con un elevato livello di ingegnosità. Non posso accettare 
questi aspetti come uno scrigno di meraviglie che ci sono 
soltanto per caso, che esistono senza una ragione”

NE RIPARLEREMO NEL SEMINARIO CONCLUSIVO…


