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Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Una Dimensione

Punti Fissi 
Strutturalmente

Instabili flat flat

per la distanza dal Punto Fisso
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Equazioni 
linearizzate
attorno al
punto fisso

Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

x1 = X1 − X1o
x2 = X2 − X2o



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

2 Valori 
caratteristici

Equazione Caratteristica

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

con

reali

Direzioni caratteristiche

saddle points



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

2 Valori 
caratteristici

Equazione Caratteristica

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

con

reali complessi
coniugati

Direzioni caratteristiche

?



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

Equazione Caratteristica

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

con

� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

𝐹! ≈
𝑓!"𝑥"(0)

Ω

𝐹" ≈
𝑓"!𝑥!(0)

Ω

con:

R<0: spiral node R<0: spiral repellor

Le distanze del punto rappresentativo del sistema dal 
punto fisso lungo i due assi dello spazio degli stati 
spiraleggiano nei dintorni del punto:



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

Equazione Caratteristica

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

con

� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

Le distanze del punto rappresentativo del sistema dal 
punto fisso lungo i due assi dello spazio degli stati 
spiraleggiano nei dintorni del punto:

R<0: spiral node R>0: spiral repellor

Ma cosa succede 
nel caso R = 0?

CICLO 
LIMITE!

R=0



Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.

Matrice Jacobiana

Equazioni linearizzate nelle vicinanze
di un dato punto fisso ( X1o,X2o  )

…ricavare
i punti fissi…

x1 = X1 − X1o
x2 = X2 − X2o

Equazioni originarie

λ+,λ−

Autovalori

…calcolate nel 
punto fisso

Distanze dal
punto fisso



Equazione caratteristica dello Jacobiano 

Traccia dello Jacobiano 

J !v = λ!v → det(J − λI ) = 0 →

Eq. agli autovalori

Autovalori 
dello 

Jacobiano 

Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.



� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

Reminder: condizione affinchè un cluster di 
condizioni iniziali collassi su un attrattore stabileA

Traccia dello Jacobiano 



Reminder: condizione affinchè un cluster di 
condizioni iniziali collassi su un attrattore stabileA

Traccia dello Jacobiano 

� 

v1

� 

v2

� 

v1

� 

v2

Autovettori 
dello 

Jacobiano 



Determinante dello Jacobiano: 

� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

R = 1
2
TrJ

Ω = 1
2

TrJ 2 − 4Δ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

→ λ± =
TrJ ± (TrJ )2 − 4Δ

2



Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni
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λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2
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TrJ = f11 + f22
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Δ = f11 f22 − f21 f12
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Im
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reali e 
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� 

0 < Δ <
1
4

(TrJ)2  →λ+,λ−

� 

(TrJ)2 − 4Δ > 0

complessi 
coniugati
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Δ >
1
4

(TrJ)2  →λ+,λ−

� 

(TrJ)2 − 4Δ < 0

� 

Δ > 0
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TrJ

Diagramma dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni

� 

0

REPELLORS

NODES

� 

(TrJ)2 − 4Δ > 0
reali e concordi

SPIRAL REPELLORS

SPIRAL NODES

� 

(TrJ)2 − 4Δ < 0
complessi 
coniugati

� 

λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2

� 

TrJ = f11 + f22

� 

Δ = f11 f22 − f21 f12
con:

� 

Δ < 0

reali e 
discordi

� 

(TrJ)2 − 4Δ > 0

� 

λ+ = λ− = λ
(2 autovettori 
indipendenti) (1 autovettore)

degenerate 
node

star

� 

(TrJ)2 − 4Δ = 0
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Rabbit Sheep

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

K = capacità 
di carico 



Rabbit

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

Sheep

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]



Rabbit

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

Sheep



Rabbit

y = 0→ !y = 0

!x = 3x(1− x
3
)  

[b =1,a = K = 3]

x = 0→ !x = 0

!y = 2y(1− y
2
)  

[b =1,a = K = 2]

Sheep



� 

v1

� 

v2
Δ = 6 > 0
TrJ = 5 > 0

(TrJ )2 − 4Δ =1> 0
reali e positivi



Δ = 2 > 0
TrJ = −3< 0

(TrJ )2 − 4Δ =1> 0

� 

v2

reali e negativi



Δ = 3> 0
TrJ = −4 < 0

(TrJ )2 − 4Δ = 4 > 0

� 

v2

reali e negativi



Δ = −1< 0
TrJ = −2 < 0



in-set

out-set



in-set

Gause G.F. (1934) 
The struggle for existence. 
Williams and Wilkins, Baltimore 

Ritratto globale nello spazio degli stati







Ilya Prigogine
(1917-2003)

The Brusselator Model

Sistema dinamico con due parametri di controllo e punti fissi con autovalori complessi coniugati

Diversamente da «Rabbits vs Sheep», 
le equazioni del Brussellators hanno 
due parametri di controllo A e B



Ilya Prigogine
(1917-2003)

1 punto fisso:

� 

λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2

Δ = A2

TrJ = (B −1)− A2

Δ =1
TrJ = B − 2

Sistema dinamico con due parametri di controllo e punti fissi con autovalori complessi coniugati

Ex:  A=1,B=1 à  Δ=1, TrJ=-1, TrJ2-4Δ<0 : Spiral Node (B<2)  
A=1,B=3 à  Δ=1, TrJ= 1, TrJ2-4Δ<0 : Spiral Repellor (2<B<4)
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Diagramma dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni
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 → λ+,λ−

Re

Im

SPIRAL
NODE

SPIRAL
REPELLOR

Re

Im

� 

TrJ < 0

� 

TrJ > 0

Re

Im NASCE 
UN CICLO

LIMITE

.

� 

R = TrJ = 0

� 

x1(t) = F1e
Rt sinΩt

x2(t) = F2e
Rt sinΩt

(TrJ )2 − 4Δ < 0



A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

.

A=1, B=2 : Nasce un ciclo limite!

A=1,B<2 : stable spiral node



Il Teorema di Poincaré-Bendixson

R

a.

R

b.



R

Il Teorema di Poincaré-Bendixson



� 

X1
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X1� 

X2

� 

X2
repellor

node



Costruzione della  Sezione di Poincaré

J.H.Poncaré (1854-1912)



� 

P1

� 

P2

An example of attracting limit cycle

spiral repellor

P3





(M>0)



� 

X1

� 

X1� 

X2

� 

X2
repellor

node

0<M<1 M>1
attracting limit cycle repelling limit cycle
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X1� 

X2
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X2
repellor

node

λ < 0 λ > 0

attracting limit cycle repelling limit cycle



A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 stable limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

.

A=1, B=2 : Nasce un ciclo limite stabile!

A=1,B<2 : stable spiral node



Il libro di Strogatz suggerisce di studiare, come esercizio, un sistema dinamico lineare a due 
dimensioni che descrive, al variare dei parametri, la variazione temporale dell’amore o 
dell’odio tra due partner coinvolti in una relazione romantica. 
Definiamo x(t) come l’amore (o l’odio nel caso in cui sia negativo) di Romeo nei 
confronti di Giulietta al tempo “t” e y(t) l’amore (o l’odio) di Giulietta nei 
confronti di Romeo. Così abbiamo le seguenti due equazioni differenziali del 
primo ordine:

I parametri “a” e “b” stabiliscono il comportamento di Romeo mentre “c” e “d” quello di 
Giulietta; più precisamente “a” descrive l’attrazione (o repulsione) di Romeo causata dai suoi 
stessi sentimenti, mentre “b” l’attrazione causata dai sentimenti di Giulietta. Romeo può 
mostrare 4 comportamenti diversi in base al segno dei parametri “a” e “b”: 

!x = ax + by
!y = cx + dy

Appassionato: a>0; b>0 (Romeo è spinto dai suoi stessi sentimenti così come                                   
da quelli di Giulietta)
Narcisistico: a>0; b<0  (Romeo è spinto ancora dai suoi sentimenti ma indietreggia a causa dei 
sentimenti di Giulietta)
Amanti prudenti: a<0; b>0 (Romeo si tira indietro sui suoi stessi sentimenti ma è incoraggiato 
da Giulietta) 
Eremita: a<0; b<0 (Romeo si tira indietro sui suoi stessi sentimenti così come da Giulietta)

Esercizio:
Esplorare il modello sia analiticamente che con l’aiuto di NetLogo in corrispondenza di diversi 
valori dei parametri e cercare di capire quali limitazioni impone la linearità delle equazioni.

Romeo

Giulietta



Valori tipici: a=0.08, b=0.6

Esercizio:
Esplorare il modello sia
analiticamente che con
l’aiuto di NetLogo



Sullo Strogatz potete trovare molti 
altri spunti per lo studio analitico e 
numerico di sistemi dinamici a 2 
dimensioni…


