
< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

Nodo 
attrattivo

Ciclo limite
attrattivo



Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.

Matrice Jacobiana

Equazioni linearizzate nelle vicinanze
di un dato punto fisso ( X1o,X2o  )

…ricavare
i punti fissi…

x1 = X1 − X1o
x2 = X2 − X2o

Equazioni originarie

λ+,λ−

Autovalori

…calcolate nel 
punto fisso

Distanze dal
punto fisso



Studio della stabilità
dei punti fissi



Il Teorema di 
Poincaré-Bendixson



Sezione di Poincaré Mappa di Poincaré
Floquet Multiplier

Studio della stabilità
dei cicli limite



Steven
Strogatz

Sheep

Rabbit



Steven
Strogatz

Sheep

Rabbit



Rabbits
Sheep

Nota: Flussi Non Lineari vs Flussi Lineari

Possono esserci più punti fissi

Lo Jacobiano varia per ogni punto fisso e consente 
di studiare il comportamento della traiettoria solo 
in prossimità del punto fisso (in quanto deriva da 
espansioni in serie di Taylor).

Lo Jacobiano descrive il
comportamento del sistema
anche a distanze maggiori dal
punto fisso (non richiede alcuna
espansione in serie di Taylor).

Quando il determinante è diverso da zero, il sistema
ha esattamente un unico punto fisso, che può essere
trovato risolvendo il sistema di equazioni lineari. In
questo caso il punto fisso si trova all'origine (0,0)
poichè non ci sono termini costanti nelle equazioni.

Nei sistemi dinamici lineari non possono emergere cicli limite. I cicli limite sono
una caratteristica dei sistemi dinamici non lineari. Un sistema lineare può avere
un comportamento periodico (come nel caso di un oscillatore armonico ideale
senza attrito), ma questo comportamento non rappresenta un ciclo limite. La
sensibilità alle condizioni iniziali di un sistema lineare è generalmente bassa,
nel senso che piccole variazioni nelle condizioni iniziali portano a differenze
proporzionalmente piccole nel comportamento a lungo termine del sistema.
Dunque un sistema lineare, a qualunque numero di dimensioni, non potrà
mostrare comportamenti caotici e neanche biforcazioni (vedi più avanti...)

Sistema Non Lineare

Sistema Lineare



A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B=2 : Nasce il ciclo limite!
BIFORCAZIONE

A=1,B<2 : stable spiral node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 stable limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 stable  limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 stable  limit cycle

.





(vale per Flussi e Mappe)



1
2

2

Es.Mappa Logistica

1



� 

df (X)
dX

= −2x

� 

λ(+ µ ) < 0

� 

λ(− µ ) > 0

� 

µ < 0

� 

µ > 0

REPELLOR NODE

control 
parameter

Flusso a una dimensione



� 

µ = 0

� 

µ < 0

� 

µ > 0

REPELLOR NODE

BIFORCAZIONE!

� 

df (X)
dX

= −2x

� 

λ(+ µ ) < 0

� 

λ(− µ ) > 0

control 
parameter

Flusso a una dimensione



Nota:

� 

x* = + µ

� 

µ > 0

� 

µ = 0

� 

µ < 0

� 

x* = − µ

� 

df (X)
dX

= −2x

� 

λ(+ µ ) < 0

� 

λ(− µ ) > 0

control 
parameter

Flusso a una dimensione





Es: 
BRUSSELLATOR

Flusso a due 
dimensioni



cubica

Esiste chiaramente 
un punto fisso 
nell’origine...

Distanza dal punto 
fisso nell’origine



µ



µ

spiral 
repellor

La soluzione si esclude
perché 𝒓 è la distanza dall’origine
quindi non può essere negativa

𝒓 = − 𝝁



spiral 
repellor

µ

Hopf
Bifurcation!



Ilya Prigogine
(1917-2003)

Sequenza di biforcazioni nei sistemi lontani dall’equilibrio

Nobel 1977 per la Chimica



Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche



< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic attractors (dim.2)

chaotic attractors (dim…???)

ATTRATTORI

V

Cluster di 
condizioni iniziali



< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic attractors (dim.2)

chaotic attractors (fractal dimension between 2 and 3)

ATTRATTORI

V

Cluster di 
condizioni iniziali



















(dim = 0)





λ1 =

λ2 =

λ3 =



λ1 =

λ2 =

λ3 =



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione caratteristica:



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione caratteristica:



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Index = 0 Index = 3



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni



.

(dim = 1)





https://www.vitapensata.eu/2022/01/04/tre-corpi-al-margine-del-caos/

PER CHI VOLESSE APPROFONDIRE IL RUOLO DI POINCARE’ COME PRECURSORE DELLA TEORIA DEL CAOS...

https://www.vitapensata.eu/2022/01/04/tre-corpi-al-margine-del-caos/


MAPPA DI POINCARE’ 2D PER LO STUDIO DELLA STABILITA’ DEI CICLI LIMITE IN 3D

mappa di 
Poincarè 2 dim



mappa 1 dim

MAPPA DI POINCARE’ 2D PER LO STUDIO DELLA STABILITA’ DEI CICLI LIMITE IN 3D

mappa 2 dim

M1

M2





1

UNIT CIRCLE Complex
characteristic
multiplier



Stable
Limit Cycles

Repelling
Limit Cycles

Saddle
Limit Cycles



Saddle
Limit Cycles



Equazioni della traiettoria
di un punto (x1(t), x2(t) e x3(t))
sull’attrattore quasiperiodico

(dim = 2)

NOTA BENE: NON SONO EQUAZIONI DIFFERENZIALI!



Sezione di 
Poincarè

ωR

ω r

Winding Number
razionale



ωR

ω r Sezione di 
Poincarè

Winding Number
irrazionale





fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic 
attractors (dim.2)


