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Riepilogo sulla Meccanica Statistica Classica di 

Boltzmann-Gibbs (BG)

Ensemble Microcanonico

(E,V,N fissati; equiprobabilità dei microstati)
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Applicazioni: il modello HMF
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M. Antoni S. Ruffo

Antoni and Ruffo  PRE 52 (1995) 2361

L’Hamiltonian Mean Field (HMF) model è un modello XY a rotatori 

planari (equivalente a N pendoli rigidi accoppiati, di massa e modulo unitari) con 

interazione a range infinito, definito dalla seguente hamiltoniana classica nelle N coppie 

di variabili canoniche  :

H =
pq

2

2

+ (1- cosq )

Se m=g=L=1 :

1 grado di libertà

pendolo rigido

N gradi di libertà
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M. Antoni S. Ruffo

Generalizzando il pendolo rigido, il modello HMF 

può essere visto come un sistema di particelle 

completamente interagenti (mean field) in moto 

senza collisioni su un cerchio unitario…



Applicazioni: il modello HMF

…oppure, facendo corrispondere ad ogni particella la 

punta di una freccia, può essere interpretato anche 

come un reticolo di spin totalmente accoppiati.

L’importanza di HMF sta nel fatto che il suo comportamento sembra essere paradigmatico di 

una ampia classe di sistemi con interazioni a lungo range, come per esempio sistemi nucleari 

o astrofisici (self-gravitating systems), e riveste un  interesse particolare per lo studio della 

multiframmentazione e dei clusters atomici.

2

1 , 1

1
[1 cos( )]

2 2

i

N N

i j

i i j

p
H K V

N
 

= =

= + = + − − 

N gradi di libertà
 ,i ip

L’Hamiltonian Mean Field (HMF) model è un modello XY a rotatori 

planari (equivalente a N pendoli rigidi accoppiati, di massa e modulo unitari) con 

interazione a range infinito, definito dalla seguente hamiltoniana classica nelle N coppie 

di variabili canoniche  :

M. Antoni S. Ruffo

Generalizzando il pendolo rigido, il modello HMF 

può essere visto come un sistema di particelle 

completamente interagenti (mean field) in moto 

senza collisioni su un cerchio unitario…



Applicazioni: il modello HMF

2

1 , 1

1
[1 cos( )]

2 2

i

N N

i j

i i j

p
H K V

N
 

= =

= + = + − − 

N gradi di libertà
 ,i ip

L’Hamiltonian Mean Field (HMF) model è un modello XY a rotatori 

planari (equivalente a N pendoli rigidi accoppiati, di massa e modulo unitari) con 

interazione a range infinito, definito dalla seguente hamiltoniana classica nelle N coppie 

di variabili canoniche  :

M. Antoni S. Ruffo

Spazio μ

6D

Volumetto d3r d3p N molecole

nello

N punti

nello

Spazio fisico

3D

J.C.Maxwell L.Boltzmann
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L’Hamiltonian Mean Field (HMF) model è un modello XY a rotatori 

planari (equivalente a N pendoli rigidi accoppiati, di massa e modulo unitari) con 

interazione a range infinito, definito dalla seguente hamiltoniana classica nelle N coppie 

di variabili canoniche  :

M. Antoni S. Ruffo

Volumetto d𝝑 dpN particelle 

(rotatori)

L.Boltzmann

Spazio μ

2D

N punti

in uno

sul cerchio

unitario
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Meccanica statistica all’Equilibrio in 

Ensemble Canonico

Prendiamo come parametro d’ordine il modulo M della Magnetizzazione così definita:

1

1 N

i

i

M S
N =

= 
rr

con (cos ,sin )i iS  =
r

cos , sinx yM M M M=  = 

x

y

cerchio 

unitario

La soluzione in Ensemble Canonico del modello mostra una transizione da una fase

Condensata (ferromagnetica con M > 0) ad una fase Omogenea (paramagnetica, con

M ~ 0) in corrispondenza di un valore critico Uc=0.75 della Densità di Energia (U=H/N):

0 < M < 1

U < Uc
Fase Condensata

M ~ 0 

U > Uc
Fase Omogenea

Uc=0.75

, 𝑀 ∈ [0,1]
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Volumetto d𝝑 dp

L.Boltzmann

Spazio μ

2D

N punti

in uno Volumetto d𝐍𝝑 d𝐍p

Spazio Γ
2N-D

1 punto

nello

J.W.Gibbs

𝑑𝑁𝑝

𝑑𝑁𝜗

Per risolvere il modello HMF in Ensemble Canonico conviene ovviamente lavorare nello

spazio Γ di Gibbs, che in questo caso ha N gradi di libertà e dunque 2N dimensioni:

cos , sinx yM M M M=  = 

, 𝑀 ∈ [0,1]



Partiamo dalla funzione di partizione canonica del modello:
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Meccanica statistica all’Equilibrio in 
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H =

temperaturatemperatura
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Innanzitutto la Z si fattorizza in un contributo cinetico ed uno potenziale:

1
( 1)Bk

T
 = =

T temperature=

Meccanica statistica all’Equilibrio in 

Ensemble Canonico

H =

temperaturatemperatura

Prodotto di N integrali gaussiani uguali, con b=0 e a2=𝛽/2

...come per il gas ideale in ensemble canonico...

Qui si sfrutta la definizione dei 

rotatori planari come spin per 
trasformare la doppia 
sommatoria dell’esponenziale in 

una sommatoria singola…

(cos ,sin )i iS  =
r
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Innanzitutto la Z si fattorizza in un contributo cinetico ed uno potenziale:

Applicando una trasformazione di Hubbard-Stratonovich (H-S) in 2D alla 

ZV si linearizza l’esponente del termine esponenziale nell’integrale:

2 1/ 2[ (2 / ) ]
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ii
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v S v N

V k
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Z d dv e
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− + 
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da cui, scambiando l’ordine di integrazione, integrando sugli angoli e sfruttando la 

sostituzione di variabile                               , otterremo:( / 2 )v v N →
r r

( cos , sin )v v v =
r

con:

1
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T
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T temperature=
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 − + 
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−

= 

r
r

r …dove Ik è la funzione di Bessel

modificata di ordine k.

Per stimare questo integrale, essendo interessati al limite termodinamico, si può far uso

del metodo della steepest-descent. Quest’ultimo richiede che la funzione in parentesi

quadre, che chiameremo f(v), abbia un massimo. Per trovarlo basta porre a zero la

derivata prima di f ottenendo così un'equazione autoconsistente in campo medio per i

punti stazionari:

1

0

( )
I

w w
I

= …dove si è posto: /w v =
r r

Meccanica statistica all’Equilibrio in 

Ensemble Canonico

Si può verificare che la w coincide con la

magnetizzazione M del sistema e che la funzione a

secondo membro ha un andamento qualitativamente

uguale a quello di una tangente iperbolica, cosicché

l’equazione è risolubile graficamente. Si può così

vedere che essa ammette soluzioni diverse da zero

(quindi con M > 0) solo per 𝜷 > 2, cioè per T < 0.5,

valore che rappresenta dunque la temperatura critica

Tc per il modello HMF.
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1
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Dopo aver verificato che il punto stazionario appena trovato è un massimo per la funzione f

(si trova infatti che gli autovalori della matrice hessiana sono entrambi negativi) si può

applicare il metodo della steepest-descent alla funzione di partizione totale Z per ricavare

la densità di energia libera F (ossia A / N) nel limite termodinamico:

Termodinamica all’Equilibrio in 

Ensemble Canonico

dove l’ultimo termine va calcolato nel punto di massimo.
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Dalla densità di energia libera è anche possibile

ricavare la relazione che lega la densità di

energia U alle variabili T ed M, cioè la cosiddetta

curva calorica. Infatti si ha:
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la quale, poiché w = M, ci dà la curva calorica: 
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T
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Uc =0.75

da cui, sostituendo T=Tc=0.5 

e M=0, si ricava la densità di 

energia critica:
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curva calorica. Infatti si ha:

2

1

( ) 1 1
( )

2 2 2

oIH F w
U w w

N I




 


= = = + + −



la quale, poiché w = M, ci dà la curva calorica: 

21
(1 )

2 2

T
U M= + −

Uc =0.75

da cui, sostituendo T=Tc=0.5 

e M=0, si ricava la densità di 

energia critica:

Transizione di fase 

del secondo ordine 

(di tipo «continuo»)

Tc=0.5

Uc=0.75

Uc=0.75

T=2U-1

Fase 

condensata

Fase 

omogenea

dove l’ultimo termine va calcolato nel punto di massimo.

2ln 1 2
lim ln ln 2 ( )

2 2 2
o

N
O

Z w
F I w

N

 
   

→

  
− = = − + − +   

   

r
r

M



Funzione di Partizione 

Canonica

Entropia

Densità nello Spazio delle Fasi: 

Funzione di Partizione

Microcanonica

Meccanica statistica e Termodinamica

all’Equilibrio in Ensemble Microcanonico: 

equivalenza degli Ensemble



Funzione di Partizione 

Canonica

Densità nello Spazio delle Fasi: 

Funzione di Partizione

Microcanonica

Entropia

Equilibrio

STRONG CHAOS

Gas Perfetto
Grado di Disordine

Fuori Equilibrio

WEAK CHAOS?

Meccanica statistica e Termodinamica

all’Equilibrio in Ensemble Microcanonico: 

equivalenza degli Ensemble



Si trova così un buon accordo tra

le soluzioni canoniche esatte e le

simulazioni microcanoniche all’

equilibrio per varie size N del

sistema…

Le equazioni del moto che si ricavano

dall’Hamiltoniana del modello HMF

possono essere integrate numeri-

camente ad energia costante usando

un algoritmo simplettico del 4° ordine.
Yoshida , Physica A 150 (1990) 262

i
i p

t
=





sin cosi
x i y i

p
M M

t
 


= − +



Equazioni del moto di Hamilton in campo medio
sin( )i iM =  −&&

2 K
N

T  =

Nota: dinamicamente la temperatura

viene calcolata per mezzo della sua

relazione con l’energia cinetica

media <K> dei rotatori (teorema di

equipartizione):

Dinamica del Modello HMF (simulazioni)



Si trova così un buon accordo tra

le soluzioni canoniche esatte e le

simulazioni microcanoniche all’

equilibrio per varie size N del

sistema...

Le equazioni del moto che si ricavano

dall’Hamiltoniana del modello HMF

possono essere integrate numeri-

camente ad energia costante usando

un algoritmo simplettico del 4° ordine.
Yoshida , Physica A 150 (1990) 262

Quando il sistema viene fatto partire

da condizioni iniziali sufficientemente

lontane dall’equilibrio, si osservano

molte anomalie dinamiche. In

particolare ci concentreremo su un
range di energie situate subito sotto il

punto critico (0.5 < U < 0.75).

ma...

i
i p

t
=





sin cosi
x i y i

p
M M

t
 


= − +



Equazioni del moto di Hamilton in campo medio
sin( )i iM =  −&&

Anomalie dinamiche e inequivalenza

degli Ensemble



Condizioni iniziali lontane dall’ equilibrio: 

«esplosione cinetica» iniziale

Distribuzione uniforme delle velocità

2

1 , 1

1
[1 cos( )]

2 2

i

N N

i j

i i j

p
H K V

N
 

= =

= + = + − − 
21

(1 )
2 2

T
U M= + −x

A t=0 tutta l’energia è di tipo cinetico!

M(t=0)=1

Tutti gli angoli = 0

rotazione in 

senso orario
rotazione 

in senso 

antiorario



La prima anomalia: 

Calore specifico negativo

In tale regione il calore 

specifico diventa negativo.

Infatti la temperatura 

decresce, incrementando la 

densità di energia..

0V

V

U
C

T

 
=  

 
Questo fenomeno è stato osservato

nelle reazioni di multifram-
mentazione nucleare e nei clusters
atomici, ma anche in oggetti stellari

auto-gravitanti, cioè in sistemi non-
estensivi.

Vedi per esempio:
▪Thirring, Zeit. Physik 235 (1970) 339

▪Lynden-Bell, Physica A 263 (1999) 293

▪D.H.E.Gross, Microcanonical Thermodynamics:

Phase transitions in Small systems, World

Scientific (2001).

▪M. D’Agostino et al, Phys. Lett. B 473 (2000) 279

▪Schmidt et al, Phys. Rev. Lett. 86 (2001) 1191Molti dei risultati si

riferiranno al caso U=0.69

dove le anomalie sono più 

evidenti



Partendo da condizioni iniziali lontane

dall’equilibrio con U=0.69, il sistema

rimane intrappolato per un certo tempo in

STATI QUASI-STAZIONARI (QSS)

METASTABILI dove la temperatura,

sempre calcolata come:

rimane minore di quella prevista dalla

curva calorica all’equilibrio (Teq=0.476).

Stati Metastabili (QSS) 

2 K
N

T  =

Teq=0.476

U=0.69
Equilibrio

QSS



Partendo da condizioni iniziali lontane

dall’equilibrio con U=0.69, il sistema

rimane intrappolato per un certo tempo in

STATI QUASI-STAZIONARI (QSS)

METASTABILI dove la temperatura,

sempre calcolata come:

rimane minore di quella prevista dalla

curva calorica all’equilibrio (Teq=0.476).

Stati Metastabili (QSS) 

2 K
N

T  =

Nel regime QSS  la magnetizzazione

va a zero con  la size N del sistema:

1/ 6

QSSM N −:

Equilibrio

QSSbranch

omogeneo

M=0

T=2U – 1TQSS



Stati Metastabili (QSS) 

Partendo da condizioni iniziali lontane

dall’equilibrio con U=0.69, il sistema

rimane intrappolato per un certo tempo in

STATI QUASI-STAZIONARI (QSS)

METASTABILI dove la temperatura,

sempre calcolata come:

rimane minore di quella prevista dalla

curva calorica all’equilibrio (Teq=0.476).

2 K
N

T  =

Quindi maggiore è N, maggiore è 

il tempo di vita di questi stati 

metastabili… 

e così fà anche la forza Fi agente 

sull’ i-esimo spin, essendo:

sin cosi x i y iF M M = − +

Nel regime QSS  la magnetizzazione

va a zero con  la size N del sistema:

1/ 6

QSSM N −:

Equilibrio

QSS



Stati Metastabili (QSS) 

Partendo da condizioni iniziali lontane

dall’equilibrio con U=0.69, il sistema

rimane intrappolato per un certo tempo in

STATI QUASI-STAZIONARI (QSS)

METASTABILI dove la temperatura,

sempre calcolata come:

rimane minore di quella prevista dalla

curva calorica all’equilibrio (Teq=0.476).

2 K
N

T  =

Nel regime QSS  la magnetizzazione

va a zero con  la size N del sistema:

1/ 6

QSSM N −:

Equilibrio

QSS

Alla fine, per , la temperatura dei

QSS tende al valore limite TQSS= 0.38 e il

sistema non raggiunge MAI il regime di

equilibrio!

N →

x



Ordine dei limiti

Le simulazioni mostrano chiaramente che, andando verso il 

limite termodinamico, diventa cruciale l’ordine in cui 

vengono presi i due limiti per N infinito e per  t infinito… 

In generale, cioè, i due limiti non commutano 

(come invece dovrebbe teoricamente accadere):

Boltzmann-Gibbs
equilibrium

QSS

→→→→ NttN



Equazione di Vlasov

Eq. del trasporto di Boltzmann in assenza di collisioni 

(introdotta per lo studio di sistemi con correlazioni a lungo 
raggio, come i plasmi)

Entropia e correlazioni nel -

space

A.Vlasov (1908-75)

-space: funzione di distribuzione



Equilibrio (ergodicity)

Equilibrio

QSS

Entropia e correlazioni nel -

space
QSS (NO ergodicity)

Nei QSS il sistema si mantiene

fuori dall’equilibrio in uno stato ad
entropia relativamente bassa, che

però cresce nel tempo fino a

diventare massima all’equilibrio



L’esponente max. di Lyapunov

tende a zero nei QSS

( )
1/3

2/3 1/3 1/9M N N − −  =

1/9

QSS N −:

Questo scaling può essere 

ottenuto dalla relazione…

See    Latora, Rapisarda, Tsallis    Physica A 305 (2002) 129

Nel regime QSS       

l’ esponente 

massimale di 

Lyapunov tende a 

zero quando la size
N del sistema tende 

all’infinito, rivelando 

così una situazione 

di “WEAK MIXING”.



Distribuzione di probabilità delle 

velocità non Gaussiana nei QSS

Regime QSS: 

PDF non gaussiana

Equilibrio: 

PDF gaussiana (MB)

Condizioni iniziali 

Water Bag



dove:

è il vettore velocità, le parentesi angolari

indicano una media sugli eventi, e
è la deviazione standard al tempo t.

1 2( ) ( , ,... )Nt p p p=P

( )t

Correlazioni delle velocità

( ) (0) ( ) (0)
( ,0)

( ) (0)

t t
C t

t 

  −   
=

P P P P

QSS: 

decadimento a 
legge di potenza

Funzione di 

auto-correlazione 

delle velocità 

Equilibrio: 

decadimento 
esponenziale

LaLegge di 
Potenza



Tutti gli indizi conducono verso 

verso una Meccanica Statistica generalizzata….

Meccanica Statistica di

Boltzmann-Gibbs

ESPONENZIALE GAUSSIANA

Meccanica Statistica 

Generalizzata

di Tsallis

STRONG CHAOS

Gas PerfettoGrado di Disordine

WEAK CHAOS



Meccanica Statistica di Tsallis
Nell’ultima decade molti sforzi sono stati compiuti per capire se e fino a che punto la Meccanica

Statistica di Boltzmann Gibbs (BG) possa essere generalizzata ed estesa ai sistemi lontani

dall’equilibrio, nei casi in cui le ipotesi di strong chaos ed ergodicità siano violate e la dinamica del

sistema giochi un ruolo fondamentale...

In particolare, uno di questi tentativi è stato compiuto da Constantino Tsallis a partire dalla fine degli

anni ’80 con la sua MECCANICA STATISTICA GENERALIZZATA o NON-ESTENSIVA

J. Stat. Phys. 52 (1988) 479

Entropia di

Boltzmann-Gibbs

dove W indica il numero di microstati. Nel

caso in cui valga il principio di equiprobabilità

a priori , allora si ritrova l’entropia

microcanonica:con

Quella di BG è l’unica forma entropica a soddisfare gli «assiomi di Khinchin»

A e B indipendenti: S è ADDITIVA



Meccanica Statistica di Tsallis
Nell’ultima decade molti sforzi sono stati compiuti per capire se e fino a che punto la Meccanica

Statistica di Boltzmann Gibbs (BG) possa essere generalizzata ed estesa ai sistemi lontani

dall’equilibrio, nei casi in cui le ipotesi di strong chaos ed ergodicità siano violate e la dinamica del

sistema giochi un ruolo fondamentale...

In particolare, uno di questi tentativi è stato compiuto da Constantino Tsallis a partire dalla fine degli

anni ’80 con la sua MECCANICA STATISTICA GENERALIZZATA o NON-ESTENSIVA

J. Stat. Phys. 52 (1988) 479

Entropia di

Tsallis

con
dove

è il q-logaritmo 

limite notevole

𝑥𝑥𝑎 − 1

𝑎𝑎 → 0



Meccanica Statistica di Tsallis
Nell’ultima decade molti sforzi sono stati compiuti per capire se e fino a che punto la Meccanica

Statistica di Boltzmann Gibbs (BG) possa essere generalizzata ed estesa ai sistemi lontani

dall’equilibrio, nei casi in cui le ipotesi di strong chaos ed ergodicità siano violate e la dinamica del

sistema giochi un ruolo fondamentale...

In particolare, uno di questi tentativi è stato compiuto da Constantino Tsallis a partire dalla fine degli

anni ’80 con la sua MECCANICA STATISTICA GENERALIZZATA o NON-ESTENSIVA

J. Stat. Phys. 52 (1988) 479

Entropia di

Tsallis

con
dove

è il q-logaritmo 

Quella di Tsallis è l’unica forma entropica a soddisfare gli «assiomi di Abe»

A e B indipendenti: Sq è NON ADDITIVA (per q≠1)



L’entropia di Tsallis si riduce all’entropia di Boltzmann-

Gibbs quando l’indice entropico q tende al valore 1

J. Stat. Phys. 52 (1988) 479

La quantità |q – 1| misura dunque le correlazioni presenti nel sistema!

L’entropia di BG è sempre additiva ed è

estensiva per sistemi all’equilibrio privi di

correlazioni (strong mixing, q=1)

L’entropia di Tsallis è sempre non additiva

ed è estensiva per sistemi fuori equilibrio

con correlazioni (weak mixing, q>1)

La Meccanica Statistica è q-invariante!

Nell’ultima decade molti sforzi sono stati compiuti per capire se e fino a che punto la Meccanica

Statistica di Boltzmann Gibbs (BG) possa essere generalizzata ed estesa ai sistemi lontani

dall’equilibrio, nei casi in cui le ipotesi di strong chaos ed ergodicità siano violate e la dinamica del

sistema giochi un ruolo fondamentale...

In particolare, uno di questi tentativi è stato compiuto da Constantino Tsallis a partire dalla fine degli

anni ’80 con la sua MECCANICA STATISTICA GENERALIZZATA o NON-ESTENSIVA



E’ il sistema a «scegliere» la 

forma entropica corretta
QUINDI E’ IL SISTEMA A «DECIDERE» QUAL’E’ L’ENTROPIA PIU’ CORRETTA DA

UTILIZZARE PER DESCRIVERLO: SARA’ QUELLA CHE SODDISFA

L’ESTENSIVITA’, OSSIA QUELLA CHE SCALA LINEARMENTE CON N NEL LIMITE

TERMODINAMICO (TEST DELL’ESTENSIVITA’).

La massimizzazione della Sq  permette di ottenere una generalizzazione del peso di Boltzmann 

che si può esprimere attraverso una funzione  q-esponenziale, che per q > 1 è una legge di 

potenza:
1

1

( ) 1 (1 ) 1
q E

kT
q

E E
e q e per q

kT kT

− − 
− = − − → → 

 

Quì l’entropia di BG è estensiva! Qui è l’entropia di Tsallis (con q=1.1) 
ad essere estensiva, mentre quella

di BG non lo è!

limite notevole

(1 − 𝑎𝑥)
1
𝑎 = 𝑒−𝑥

𝑎 → 0



La Meccanica Statistica di 

Tsallis e i Sistemi complessi
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La Meccanica Statistica di 

Tsallis e i Sistemi complessi

2009 2023
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Anomalie nei sistemi con 

interazioni a lungo raggio

x



Decadimento q-exp delle 

correlazioni nel modello HMF
Ad esempio il decadimento della

funzione di correlazione delle velocità nel
modello HMF sembra essere ben
riprodotto per mezzo di funzioni di tipo q-

esponenziale:

con x = - t /  .

1

1( ) [1 (1 ) ] q

qAe x A q x −= + −

Pluchino, Latora,  Rapisarda, Physica D 193 (2004) 315; 

Nel regime QSS troviamo q = 1.55,

valore che indica uno scaling a

legge di potenza (power law).

Tsallis

D’altra parte, all’equilibrio il

decadimento è quasi esponenziale

e infatti il fit dà un q prossimo ad 1.

Boltzmann-Gibbs

QSS: q=1.55
Equilibrio: q=1.12



Violazione del Teorema 

Centrale del Limite
Il Teorema Centrale del Limite (CLT) afferma che la distribuzione delle somme di

n variabili stocastiche indipendenti, per n tendente a infinito, tende ad una

distribuzione normale (gaussiana, simmetrica con code esponenziali). Tsallis, con

Umarov e Steinberg è riuscito a generalizzare il CLT a sistemi che presentino un

certo tipo di correlazioni e ha dimostrato che in questo caso l’attrattore della
distribuzione delle somme di n variabili q-correlate è una distribuzione

q-gaussiana, che è una generalizzazione della gaussiana, sempre simmetrica ma

(per q>1) con code «larghe», a legge di potenza (fat tails).

q-gaussiana

q-esponenziale

Per q=1 

ovviamente si 

ritrova la 

distribuzione 
gaussiana

S. Umarov, C. Tsallis and S. Steinberg, On a q-central limit theorem consistent with nonextensive statistical mechanics, Milan J. Math. 76, 307 (2008) 



Violazione del Teorema Centrale 

del Limite nel modello HMF
Se nel modello HMF costruiamo delle variabili y definite come somma delle

velocità:

si osservano delle violazioni del CLT negli stati QSS, dove si osservano delle

distribuzioni P(y) q-gaussiane, con code a legge di potenza:



La dipendenza dal range di 
interazione: il Modello 𝝰-XY

2

1 1

1 cos( )1

2 2

i

N N
i j

i i j ij

p
H

N r
 

 

=  =

− −
= + %

' ( 0 )fissa il range dell interazione HMF  = →

Il modello α-XY generalizza il modello HMF poiché adesso, data una coppia di

rotatori planari i e j, tra di essi agisce una forza d'interazione che dipende

dall'inverso di una certa potenza 𝝰 della loro distanza reciproca in un reticolo

d-dimensionale:

- se α > d, l'interazione è a corto raggio poichè il range di

interazione S assume un valore finito e ciò significa che

ogni rotatore interagisce solo con pochi vicini dentro un

intorno di raggio S (ad es. un cerchio in un reticolo 2D).

- se 0 ≤ α ≤ d, l'interazione è a lungo raggio e in

particolare, per α = 0, S tende a divergere, e si ritrovano le

condizioni del modello HMF.

Esempio: d=2

Anteneodo C. and Tsallis C. (1998) Phys. Rev. Lett. 80 5313



QSS nel Modello 𝝰-XY per d=1

Stati quasi-stazionari (QSS) per U=0.69 si osservano anche nel modello α-XY:



Distribuzione delle velocità nel 
Modello 𝝰-XY (d=1) 

Se d=1, per α > 1, ossia quando l'interazione è a corto raggio, la distribuzione 

delle velocità all’equilibrio è quella gaussiana di Boltzmann-Gibbs:



Per α < 1, ossia quando l'interazione è a lungo raggio, il sistema resta

lontano dall’equilibrio e, a parità di tutti gli altri parametri, la distribuzione

delle velocità è q-gaussiana:

Distribuzione delle velocità nel 
Modello 𝝰-XY (d=1) 



Distribuzione delle velocità nel 
Modello 𝝰-XY (d=1) 



Distribuzione delle velocità nel 
Modello 𝝰-XY (d dimensioni) 



CLT e sua violazione nel Modello 𝝰-XY

in d dimensioni 



q-Statistica di Tsallis all’Edge of Chaos

Meccanica Statistica di

Boltzmann-Gibbs

ESPONENZIALE GAUSSIANA

Meccanica Statistica 

Generalizzata

di Tsallis

LEGGE DI POTENZA q-GAUSSIANA

EDGE OF CHAOS

Sistemi Collettivi 

Organizzati (Fisici, Sociali, 
Biologici, Economici,...)

Complex Networks

STRONG CHAOS

Gas Perfetto

Universo come 

gas perfetto di Galassie

Grado di Disordine



Classificazione dei Sistemi Dinamici

Sistemi dinamici continui

(Flussi)

Sistemi dinamici discreti

(Mappe)

Flussi Dissipativi

Attrattori

1D

2D
3DPunto 

fisso Ciclo

Limite
Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche

Quasi

Periodiche
Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 

fisso Ciclo

Limite
Caotici

Mappe Conservative  

(area-preserving)

Orbite

Periodiche

Quasi

Periodiche
Caotiche



Classificazione dei Sistemi Dinamici

Sistemi dinamici continui

(Flussi)

Sistemi dinamici discreti

(Mappe)

Mappe Conservative  

(area-preserving)

Orbite

Periodiche

Quasi

Periodiche
Caotiche

Kicked Rotator



Kicked Rotator

Statistica di Tsallis e Mappe Conservative



Kicked Rotator

Edge of Chaos nella Mappa Standard

Tirnakli and Borges (2016 Sci. Rep. 6 23644)



Kicked Rotator

Edge of Chaos nella Mappa Standard

Tirnakli and Borges (2016 Sci. Rep. 6 23644)



Violazione del CLT nella Mappa Standard

EDGE OF CHAOSSTRONG CHAOS

Tirnakli and Borges (2016 Sci. Rep. 6 23644)
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