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Da un punto di vista topologico (cioè

se ci interessa invece sapere ñchi

interagisce con chiò)è anche possibile

descrivere un sistema complesso

come una rete (network) costituita da

un certo numero di nodi (particelle,

cellule, piante, animali, individui,

opinioni, automobili, etc ...) collegati tra

loro per mezzo di links che esprimono

delle relazioni tra i nodi :

Da un punto di vista dinamico è

possibile descrivere un sistema

complesso come un insieme

costituito da numerosi elementi, detti

anche ñagentiò (particelle, cellule,

piante, animali, individui, opinioni,

automobili, etc ...), che interagiscono

tra loro di solito in maniera non

lineare spostandosi allôinternodi un

certo spazio (reale o virtuale) e

secondo certe regole :

Due possibili descrizioni di un sistema complesso



Proprietà tipiche

dei sistemi complessi

Autosimilarità e 

Invarianza di Scala



Autosimilarità e caos in una dimensione: la Mappa Logistica

Autosimilarità e caos in una dimensione: la Mappa Logistica

Edge of Chaos

(Margine del caos)

Comportamento 

regolare
Comportamento 

caotico



Legge di Potenza

La 'firmaô matematica 

dell' autosimilarità e della 

invarianza di scala è la 

legge di potenza!

(power law)

Log (dimensione dei rami)
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Proprietà tipiche

dei sistemi complessi

Autosimilarità e 

Invarianza di Scala

Non linerarità e 

Soglie Critiche



"Stato Critico"

"Stato Critico"

La presenza di leggi di potenza e invarianza di scala in molti sistemi fisici,

biologici, economici o sociali, indica che tali sistemi, per quanto

apparentemente diversi tra loro, si organizzano spontaneamente in uno stato

dalle caratteristiche comuni, al confine tra ordine e disordine , detto :

LaLeggedi 
Potenza
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La Criticità Auto-Organizzata (SOC: Self-

Organized Criticality) è uno dei principali

meccanismi generatori di complessità dal

punto di vista dinamico!

http://images.google.it/imgres?imgurl=http://www.regione.piemonte.it/protciv/evidenza/im/maremotog.gif&imgrefurl=http://www.regione.piemonte.it/protciv/evidenza/maremoto.htm&h=559&w=800&sz=22&tbnid=NXxUgJUjdyQJ:&tbnh=99&tbnw=142&hl=it&start=14&prev=/images?q=terremoto&hl=it&lr=&rls=GGLD,GGLD:2005-14,GGLD:it&sa=N
http://images.google.it/imgres?imgurl=http://marocas.blogs.sapo.pt/arquivo/incendio-thumb.jpg&imgrefurl=http://www.marocas.blogs.sapo.pt/&h=261&w=350&sz=24&tbnid=wa5re4S7B5IJ:&tbnh=86&tbnw=115&hl=it&start=15&prev=/images?q=incendio&hl=it&lr=&rls=GGLD,GGLD:2005-14,GGLD:it
http://images.google.it/imgres?imgurl=http://www.borsa-affari.it/borsa.jpg&imgrefurl=http://www.borsa-affari.it/&h=292&w=445&sz=86&tbnid=zDJCsC7c3V4J:&tbnh=81&tbnw=123&hl=it&start=4&prev=/images?q=borsa&hl=it&lr=&rls=GGLD,GGLD:2005-14,GGLD:it
http://images.google.it/imgres?imgurl=http://www.pdcigrosseto.it/foto/sporca-guerra.jpg&imgrefurl=http://www.pdcigrosseto.it/anteprima-01-sporca-guerra.htm&h=350&w=521&sz=35&tbnid=5OFoRzroLgkJ:&tbnh=86&tbnw=128&hl=it&start=2&prev=/images?q=guerra&hl=it&lr=&rls=GGLD,GGLD:2005-14,GGLD:it


Criticità Auto -organizzata nel Cervello Umano

P.Moretti, M.A.Munoz, ñGriffiths phases and the stretching of criticality 

in brain networksò, Nature Communications 4, 2521 (2013)

RECENTEMENTE SI EôSCOPERTO CHE ANCHE IL NOSTRO CERVELLO SI TROVA

NELLO ñSTATO CRITICOòE PRESENTA ñVALANGHEòDI SCARICHE NEURONALI

SINCRONIZZATE DI TUTTE LE DIMENSIONI... MA IN QUESTO GIOCA UN RUOLO

IMPORTANTE ANCHE LA SUA TOPOLOGIAé

LaLeggedi 
Potenza



Da un punto di vista topologico (cioè

se ci interessa invece sapere ñchi

interagisce con chiò)è anche possibile

descrivere un sistema complesso

come una rete (network) costituita da

un certo numero di nodi (particelle,

cellule, piante, animali, individui,

opinioni, automobili, etc ...) collegati tra

loro per mezzo di links che esprimono

delle relazioni tra i nodi :

Da un punto di vista dinamico è

possibile descrivere un sistema

complesso come un insieme

costituito da numerosi elementi, detti

anche ñagentiò(particelle, cellule,

piante, animali, individui, opinioni,

automobili, etc ...), che interagiscono

tra loro di solito in maniera non

lineare spostandosi allôinternodi un

certo spazio (reale o virtuale) e

secondo certe regole :

Due possibili descrizioni di un sistema complesso



Complessità e Pensiero Sistemico
Questa descrizione di sistema complesso è il linea con la visione sistemica della

vita che è stata delineata a partire dai primi decenni del secolo scorso, in

discontinuità con la visione meccanicistica e riduzionistica del paradigma scientifico

dominante. Fritijof Capra (1996) ne ha così riassunto le caratteristiche

fondamentali:

1. Spostamento dalle parti al tutto

2. Livelli sistemici e proprietà emergenti

3. Spostamento dagli oggetti alle relazioni

«Nel nuovo pensiero sistemico, la rete sostituisce

lôedificionella metafora della conoscenza»

Fritijof Capra



Proprietà tipiche dei sistemi complessi

Proprietà tipiche

dei sistemi complessi

Autosimilarità e 

Invarianza di Scala

Non linerarità e 

Soglie Critiche

Reti Complesse tra 

Ordine e Disordine



Lôesperimento di Stanley Milgram 

(Harvard, anni ô60)

160 persone 

prese a caso ad 

Omaha, 

Nebraskaé
é un agente di 

Borsa di 

Boston, 

Massachussets

?

Quanti passaggi li separano?



6 GRADI DI SEPARAZIONE!

éla risposta  è:

La rete sociale  degli  

Stati Uniti e del 

Mondo intero  è un 

ñpiccolo mondoò!



Oggi,  grazie  ai social  

networks,  i 6 gradi  di  

separazione  si  sono  ridotti  

a solié 3,74!!!

Il nostro  òpiccolo mondoò sembra  

diventare  sempre  più  piccolo é



?

Ma da cosa  dipende  

il fenomeno  del 

ñpiccolo mondoò?



grafo casuale

Pál Erdös (Ungheria, 1913 -1996)

La teoria dei grafi

Ha una forte aggregazione 

(molti triangoli),

ma non ¯ un ópiccolo mondoô
ma non ha aggregazione
Eô un ópiccolo mondoô.

(pochissimi ïo nessuno - triangoli)

grafo regolare
triangoli

di amicizie



Le reti sociali, come molti altri tipi di reti in natura, sono solitamente costituite da 

comunitá (o clusters), le quali possono essere intuitivamente definite come 

gruppi di nodi che risultano piú densamente connessi (con molti triangoli) se 

confrontati con il resto della rete:

legami forti



Mark Granovetter  (Baltimora , 1973)

La forza dei legami deboli



Mark Granovetter  (Baltimora , 1973)

La forza dei legami deboli

Taglio di 3 

legami forti



Mark Granovetter  (Baltimora , 1973)

La forza dei legami deboli

Non ci sono 

conseguenze sulla 

connettività globale!



Mark Granovetter  (Baltimora , 1973)

La forza dei legami deboli

Taglio di 3 

legami deboli



Mark Granovetter  (Baltimora , 1973)

La forza dei legami deboli

Una comunità 

rimane isolata!



1998 - Watts e Strogatz  (USA) 

Scoprono  che  il  segreto  delle  

reti  ñpiccolo mondoò si  trova  al 

confine  tra  ordine  e disordine !

Ha una forte aggregazione,

rete regolare

ma non ¯ un ópiccolo mondoô

rete casuale

ma non ha aggregazione

Eô un ópiccolo mondoô.

Watts and Strogatz, Nature 393, 440 (1998)

Eô un ópiccolo mondoô 

ma ha anche una forte 

aggregazione!

rete small world

LA SCOPERTA delle RETI COMPLESSE



C(p) : coefficiente  di aggregazione  (clustering coefficient ) 

L(p)  : minimo  cammino  medio ( minimum path length )

(Watts and Strogatz, Nature 393, 440 (1998))

MODELLO di WATTS e STROGATZ



MODELLO di WATTS e STROGATZ

La rete con struttura a

comunità (community

structure) è un tipico

esempio di Small World

Network!



Watts and Strogatz, Nature 393, 440 (1998)

k=numero di links 

P(k)=frazione di 

nodi con quel 

numero di links

Gli Small Worlds di Watts e Strogatz sono

reti che potremmo definire óegualitarie ô,

cioè tutti i nodi hanno circa lo stesso

numero k di links :

IMPORTANTE:

Distribuzione

Gaussiana:

esiste una scala tipica,

la media dei links



Reti di neuroni

Nodi :  neuroni

Links : assoni e sinapsi

RETI SMALL-WORD EGUALITARIE

P.Moretti, M.A.Munoz, ñGriffiths phases and the stretching of criticality 

in brain networksò, Nature Communications 4, 2521 (2013)



Reti elettriche

Nodi :  centrali elettriche

Links : reti di distribuzione

RETI SMALL-WORD EGUALITARIE



Nodi :  blocchi che simulano la crosta terrestre

Links : trasferimento di energia

F.Caruso, V.Latora, A.Pluchino, A.Rapisarda and B.Tadic, Eur. Phys. J. B 50 (2006) 243-247

F.Caruso, A.P., V.Latora, S.Vinciguerra, A.Rapisarda, Physical Review E 75 (2007) 055101(R)

Reticolo 

di blocchi

regolare

Reticolo 

di blocchi

Small-World

Reti sismiche 

OFC model

RETI SMALL-WORD EGUALITARIE



F.Caruso, A.P., V.Latora, S.Vinciguerra, A.Rapisarda, Physical Review E 75 (2007) 055101(R)

RETI SMALL-WORD EGUALITARIE
Il Modello OFC su Small World Network

OFC-on-networks-N4.nlogo


Nodi :  traders che investono in un mercato finanziario

Links : scambi di informazioni fra i traders

A.E.Biondo, A.Pluchino, A.Rapisarda, Physical Review E 88 (2013) 062814

Reticolo 

di traders

regolare

Reticolo 

di traders

Small-World

Reti di trading 

finanziario 

FQM model

http://www.pluchino.it/financial-markets.html

RETI SMALL-WORD EGUALITARIE



A.E.Biondo, A.Pluchino, A.Rapisarda and D.Helbing, Physical Review E 88 (2013) 062814

RETI SMALL-WORD EGUALITARIE
Il Modello FQM su Small World Network



Nodi :  punti dello spazio

Links : collegamenti ònon-localiò a lungo raggio

F.Markopoulou, L.Smolin, Class.Quant.Grav. 24 (2007)3813-3824 - https://arxiv.org/abs/gr-qc/0702044

Reticolo 

spaziale

regolare

Reticolo 

Spaziale

Small-World

(entangled)

RETI SMALL-WORD EGUALITARIE

J.Maldacena, L.Susskind, Progress of PhysicsVol.61Issue 9(2013) - https://arxiv.org/abs/1306.0533

2020

Reti quantistiche non-locali di siti  spaziali òentangledó



F.Markopoulou, L.Smolin, Class.Quant.Grav. 24 (2007)3813-3824 - https://arxiv.org/abs/gr-qc/0702044

RETI SMALL-WORD EGUALITARIE

J.Maldacena, L.Susskind, Progress of PhysicsVol.61Issue 9(2013) - https://arxiv.org/abs/1306.0533

Più gli  oggetti  corrispondenti  

ai sottografi  sono  simili , più  

interagiscono  non -localmente

Nodi :  punti dello spazio

Links : collegamenti ònon-localiò a lungo raggio

2020

Reti quantistiche non-locali di siti  spaziali òentangledó



Non tutte le reti Small Word sono egualitarie : anzi, la maggior parte

delle reti complesse esistenti in natura sono óaristocraticheô: la

stragrande maggioranza dei nodi ha pochi links , ma esistono

pochissimi nodi iperconnessi , i cosiddetti ñhubò!

RETI SMALL-WORD ARISTOCRATICHE



La Firma della 
Complessità

Queste reti sono prive di una scala tipica (la media del numero dei

links non ha alcun particolare significato) dunque vengono anche

dette reti «Scale Free», caratterizzate da una distribuzione dei links a

legge di potenza .

Legge  di Potenza!

RETI SMALL-WORD ARISTOCRATICHE

Rete dei collegamenti aerei

Barabási, AL; Albert, R (1999). "Emergence of scaling in random networks". Science. 286 (5439): 509ï512.



Queste reti sono prive di una scala tipica (la media del numero dei

links non ha alcun particolare significato) dunque vengono anche

dette reti «Scale Free», caratterizzate da una distribuzione dei links a

legge di potenza .

Legge  di Potenza!

RETI SMALL-WORD ARISTOCRATICHE

Rete dei collegamenti aerei

Barabási, AL; Albert, R (1999). "Emergence of scaling in random networks". Science. 286 (5439): 509ï512.

La Firma della 
Complessità

A.L.Barabàsi 

(USA, 1999)



Gaussiana

Reti òEgualitarieó: 

hanno una scala 

caratteristica e non 

hanno òhubó

Distribuzioni 

dei links

A.L.Barabàsi

(USA, 1999)

Legge  di Potenza

Reti òAristocraticheó: 

sono prive di scala  

(reti òScale Freeó) ma 

dotate di òhubó

IN CONCLUSIONE: esistono due tipi fondamentali di reti Small World:



Gaussiana

Distribuzioni 

dei links

Legge  di Potenza

IN CONCLUSIONE: esistono due tipi fondamentali di reti Small World:

HUB

LEGAMI 

DEBOLI

Esempio di 

SCALE FREE NETWORK



LE RETI òSCALE FREEó SONO DAPPERTUTTO 

ATTORNO A NOI!

LaLeggedi 
Potenza



INTERNET

(Faloutsos, Faloutsos and Faloutsos, 1999)

Nodi :     computers, routers                    

Links :   linee di telecomunicazione



World Wide Web

Nodes : WWW documents 

Links :   URL links

R. Albert, H. Jeong, A-L Barabasi, Nature, 401 130 (1999)



Nodi : attori      

Links : film comuni

N = 212,250 actors

P(k) ~k -

Days of Thunder (1990) 
Far and Away     (1992)  
Eyes Wide Shut  (1999)

2.3

RETE delle COLLABORAZIONI CINEMATOGRAFICHE



Nodi : scienziati (autori) 

Links : articoli in comune

(Newman, 2000, H. Jeong et al 2001)

RETE delle COLLABORAZIONI SCIENTIFICHE



RETI ALIMENTARI -FOOD WEBS
Nodi : specie                            

Links : interazione preda-predatore

LRLedited2

R.J. Williams, N.D. Martinez Nature (2000)

R. Sole (cond-mat/0011195)

http://online.sfsu.edu/~webhead/lrlbest.jpg


Nodi:  persone (femmine;maschi)

Links:   contatti sessuali

Liljeros et al. Nature 2001

4781 Svedesi; 18-74; 

59% percentuale di risposta.

RETI EPIDEMICHE



RETI GENICHE

Nodi :  geni

Links : interazione proteina-gene



RETI di PROTEINE

H. Jeong, S.P. Mason, A.-L. Barabasi, Z.N. Oltvai, Nature 411, 41-42 (2001)

Nodi :   proteine

Links : interazioni proteina-proteina



Le reti 

metaboliche 

degli organismi 

dei 3 domini 

della vita sono 

scale -free  

networks!

H. Jeong, B. Tombor, R. Albert, Z.N. Oltvai, and A.L. Barabasi, Nature, 407 651 (2000)

Archaea Bacteria Eukaryotes

RETI METABOLICHE

Nodi :  molecole

Links : reazioni biochimiche



RetiòScale Freeó Gerarchiche: 

decifrare la Rete della Vita
ç[...]Latramadellavita¯fattadiretiallôinternodireti.Aogniscala

dôingrandimento,inosservazionipiu͔ravvicinate,inodidellaretesirivelano

comeretipiu͔piccole.Lanostratendenzaq̄uelladiordinarequestisistemi,

inseritituttiallôinternodisistemipiu͔ grandi,secondounoschema

gerarchico,ponendoisistemipiu͔grandialdisopradiquellipiu͔piccoliin

unastrutturaapiramide.Maquesta¯unarappresentazioneumana.In

naturanoncô̄alcunçsopraèoçsottoè,enonesistonogerarchie.Cisono

soloretidentroaltrereti...è



?

MA COME SI FORMANO QUESTE RETI?



In realt¨ il meccanismo ¯ molto semplice ed ¯ ben noto a tuttié

In sociologia questo meccanismo del ñthe rich get richerò è conosciuto come 

ñEffetto San Matteoò (Matthew effect), dal noto passo evangelico:

« ...a chi ha verrà dato, in modo che abbia ancor più in abbondanza; ma a chi non ha, verrà tolto anche

quello che sembra avere. » (Vangelo secondo Matteo, XXV 25-29)

...ma molti sono gli esempi anche in natura, che danno luogo a strutture dotate 

di autosimilaritàé

I ricchi  diventano  sempre  più  ricchi !

richer

Aggregazione  di molecole  

limitata  dalla  diffusione

Rete fluviale generata da 

un processo di erosione

...ma molti sono gli esempi anche in natura, che danno luogo a strutture dotate 

di autosimilarità:

http://it.wikipedia.org/wiki/Vangelo_secondo_Matteo
http://it.wikipedia.org/wiki/Vangelo_secondo_Matteo
http://it.wikipedia.org/wiki/Vangelo_secondo_Matteo
file://Users/Alex/Dropbox/TALKS "IL PUNTO CRITICO"/DLA.nlogo


In realt¨ il meccanismo ¯ molto semplice ed ¯ ben noto a tuttié

In sociologia questo meccanismo del ñthe rich get richerò è conosciuto come 

ñEffetto San Matteoò (Matthew effect), dal noto passo evangelico:

« ...a chi ha verrà dato, in modo che abbia ancor più in abbondanza; ma a chi non ha, verrà tolto anche

quello che sembra avere. » (Vangelo secondo Matteo, XXV 25-29)

I ricchi  diventano  sempre  più  ricchi !

DLA.nlogo

richer

Aggregazione  di molecole  

limitata  dalla  diffusione

http://it.wikipedia.org/wiki/Vangelo_secondo_Matteo
http://it.wikipedia.org/wiki/Vangelo_secondo_Matteo
http://it.wikipedia.org/wiki/Vangelo_secondo_Matteo
file://Users/Alex/Dropbox/TALKS "IL PUNTO CRITICO"/DLA.nlogo


Si può dimostrare che lôapplicazione iterata di questa semplice regola tende a 

produrre spontaneamente una distribuzione dei links a legge di potenza nelle reti 

complesse.

(Barabasi-Albert 1999)

PREFERENTIAL ATTACHMENT

Preferential-attachment.nlogo



Si può dimostrare che lôapplicazione iterata di questa semplice regola tende a 

produrre spontaneamente una distribuzione dei links a legge di potenza nelle reti 

complesse.

(Barabasi-Albert 1999)

PREFERENTIAL ATTACHMENT

Multiple-preferential-attachment.nlogo


