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J.H.Poncaré (1854-1912) J.W.Gibbs (1839-1903)

Sistemi Dinamici Meccanica StatisticaPochi gradi di libertà Moltissimi gradi di libertà

Spazio delle Fasi

Spazio degli Stati



J.H.Poincaré J.W.Gibbs

Spazio degli Stati o Spazio delle Fasi?



R.Hooke (1635-1703)

Oscillatore Armonico



2D State Space

1D Physical Space

Initial conditions

𝑥

ሶ𝑥

ሶ𝑥0

𝑥0



Vladimir Arnold

(1937-2010)

  

(x0, ˙ x 0)

Phase Portrait

𝑥

ሶ𝑥



Flussi Dissipativi o 
Conservativi (Hamiltoniani)



Ed Lorenz

(1917-2008)

3D State Space

Flussi Dissipativi o 
Conservativi (Hamiltoniani)

p (v – u)

– uw + ru – v 

uv – bw 

Esempio di Flusso 
Dissipativo 3D

non lineare

Control parameters



Flussi Dissipativi o 
Conservativi (Hamiltoniani)

p (v – u)

– uw + ru – v 

uv – bw 

Esempio di Flusso 
Dissipativo 3D

non lineare

Control parameters

pv – pu

– w + ru – v 

u – bw 

Esempio di Flusso 
Dissipativo 3D

lineare



R.Hooke

accelerazione

𝑥

ሶ𝑥

Poiché qui si trascura l’attrito (no damping):

Esempio di Flusso Hamiltoniano
a 1 grado di libertà (2D)

Se si introduce l’attrito:

Diventa un Flusso Dissipativo 2D: 
oscillatore armonico smorzato



Se si introduce l’attrito e una forzante esterna:

Diventa un Flusso Dissipativo 3D: 
oscillatore armonico forzato-

smorzato



Identificazione dei Punti Fissi (Fixed Points) 

= 0





The most well-known “manifesto” of 
determinism is certainly the one formulated 
in 1812 by the French mathematician and 
astronomer Pierre-Simon Laplace: "We may 
regard the present state of the universe as the 
effect of its past and the cause of its future. 
An intelligence which, at a given instant, could 
know all the forces by which nature is 
animated and the respective positions of the 
beings that compose it, and which were vast 
enough to submit these data to analysis, 
would embrace in the same formula the 
motions of the largest bodies in the universe 
and those of the lightest atom: nothing would 
be uncertain for it, and the future, like the 
past, would be present before its eyes."

Laplace’s Manifesto



ASYMPTOTIC

INTERSECTION

PROJECTION OF A 3D SYSTEM ON 2D PLANE
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RICORDATE

IL VIDEO DEL
PENDOLO SOGGETTO

ALL’ATTRAZIONE

DEI TRE MAGNETI?

ATTENZIONE PERO’:

QUESTO NON E’ UNO 
SPAZIO DEGLI STATI 

MA E’ LA PROIEZIONE 

DEL MOTO DEL PENDOLO
SU UN PIANO 2D

(QUINDI SI TRATTA

SOLO DI UNA ANALOGIA)





crivellato
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Flussi dissipativi

in 

una dimensione



Punto Fisso Punto Fisso

SPAZIO DEGLI STATI 1D

TraiettoriaTraiettoria

Posizione iniziale

TraiettoriaTraiettoria



Node (stable fixed point) Repellor (unstable fixed point) Saddle Point

METAFORA GRAVITAZIONALE DEL LANDSCAPE ENERGETICO





In 1D abbiamo il 

vantaggio che la 
f(X) può essere 

rappresentata in 

un grafico in 
funzione di X

La posizione di un generico attrattore a 

punto fisso in 1D coincide con il punto di 
intersezione della f(X) con l’asse X

Ricordarsi sempre che 

LO SPAZIO DEGLI STATI 1D
E’ IL SOLO ASSE X

La «velocità» assume il segno 

della funzione f(X), che per 
questo viene anche chiamata 

«force term»

Punti Fissi in una dimensione
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Punti Fissi in una dimensione



valore caratteristico o
autovalore del Punto Fisso

f '(X0 ) < 0

f '(X0 ) > 0

f '(X0 ) < 0

Attenzione a non confondere le 

derivate rispetto al tempo della X con 
le derivate rispetto a X della f(X) 



f '(X0 ) = 0

f ''(X) > 0

f ''(X) < 0

Minimi della f(X)

per X=X0 

Massimi della f(X)

per X=X0 



f ''(X) > 0

f ''(X) < 0

f ''(X) > 0

f ''(X) < 0f ''(X) < 0

f ''(X) > 0

f '(X0 ) = 0

Flessi della f(X)

a tangente orizzontale
per X=X0 

Flessi della f(X)

a tangente orizzontale
per X=X0 



Stabilità strutturale dei punti fissi





Strutturalmente stabile Strutturalmente instabile



Nelle vicinanze del punto fisso si 

possono trascurare…



  

®  ˙ x = lx

®  
dx

dt
= lx  

®  
dx

x
= ldt

®  
dx

xx(0)

x( t )

ò = ldt
0

t

ò  

®  ln[x(t)]- ln[x(0)] = lt  

®  x(t) = x(0)elt

DISTANZA DELLA TRAIETTORIA

DAL PUNTO FISSO X0 AL TEMPO t

ESPONENTE DI LYAPUNOV

EQUAZIONE LINEARIZZATA

𝑥



nodo nodorepulsore

Esempio di «force term» 

f(X) cubico...



Ricordate quando abbiamo parlato della crescita esponenziale della popolazione terrestre?
Se non l’abbiamo già superata, ci stiamo sicuramente 

avvicinando alla capacità di carico del nostro pianeta...



Ricordate quando abbiamo parlato della crescita esponenziale della popolazione terrestre?
Se non l’abbiamo già superata, ci stiamo sicuramente 

avvicinando alla capacità di carico del nostro pianeta...



A Î[0,1]

Esempio di Flusso 1D: l’Equazione Logistica (o di Verhulst)

P.F.Verhulst 

(1804-1849)

K = capacità di carico 

Versione continua della Mappa Logistica

Parametro di controllo
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