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Flussi dissipativi

in 

una dimensione

Punto Fisso Punto Fisso

Traiettoria TraiettoriaTraiettoria ¢ǊŀƛŜǘǘƻǊƛŀ

SPAZIO DEGLI STATI 1D

fixed points attractors (dim.0)



  

Ę x > 0

  

Ę x < 0

  

Ę x < 0

  

Ę x > 0

Punti Fissi 
Strutturalmente

Stabili

Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Una Dimensione

Punti Fissi 
Strutturalmente

Instabili

Valore Caratteristico
del Punto Fisso



A Î [0,1]

Esempio di Flusso 1D: lõEquazione Logistica (o di Verhulst )

tΦCΦ±ŜǊƘǳƭǎǘ

όмулпπмупфύ

K= capacità di carico 

Versione continua della Mappa Logistica

Parametro di controllo
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l =
df (X)

dX X =X0

  

f (X) = AX - AX2  ®  
df (X)

dX
= A - 2AX

­
l (X0 = 0) = A > 0                 

l (X0 =1) = A - 2A = - A < 0

ë

ì
î

íî

a) f (X) = AX - AX2

Ą X0=0 è un repulsore (punto fisso repulsivo - instabile)

Ą X0=1 è un nodo (punto fisso attrattivo - stabile)

tǳƴǘƛ Cƛǎǎƛ

A Î [0,1]

Studio dei punti fissi dellõEquazione Logistica 

nodo
repulsore

traiettoria
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I sistemi dinamici lineari possonoavere solo un unico punto
fisso. In unadimensionequestopuò essere(vedi eq.1):

- repulsivo(r > 0, flusso"espansivo": feedbackpositivoĄ autorafforzamento, crescitaesponenziale)

r > 0: instabilità

T.R. Malthus 

((1766-1834)

w9aLb59wΥ [Lb9!wL¢!Ω ±{ bhb-[Lb9!wL¢!Ω

Flusso lineare 1D(1)



Flusso lineare 1D

- attrattivo (r < 0, flusso"dissipativo»: feedbacknegativoĄ autobilanciamento, omeostasi)

w9aLb59wΥ [Lb9!wL¢!Ω ±{ bhb-[Lb9!wL¢!Ω

I sistemi dinamici lineari possonoavere solo un unico punto
fisso. In unadimensionequestopuò essere(vedi eq.1):

- repulsivo(r > 0, flusso"espansivo": feedbackpositivoĄ autorafforzamento, crescitaesponenziale)

r > 0: instabilità Ǌғ лΥ ǎǘŀōƛƭƛǘŁ

(1)



repulsore

attrattore

I sistemi dinamici "dissipativi" non lineari possonoavere
più di un punto fisso, ad esempio una coppia repulsore-
attrattore : dalla crescitaesponenziale,ad esempio,si passa
alla curvalogistica(sigmoide).

P.F. Verhulst

((1804-1849)

EQUAZIONE LOGISTICA

w9aLb59wΥ [Lb9!wL¢!Ω ±{ bhb-[Lb9!wL¢!Ω

Flusso dissipativo non lineare 1D

Flusso lineare 1D(1)



I sistemi dinamici "dissipativi" non lineari possonoavere
più di un punto fisso, ad esempio una coppia repulsore-
attrattore : dalla crescitaesponenziale,ad esempio,si passa
alla curvalogistica(sigmoide).

P.F. Verhulst

((1804-1849)

EQUAZIONE LOGISTICA

w9aLb59wΥ [Lb9!wL¢!Ω ±{ bhb-[Lb9!wL¢!Ω

K

Flusso dissipativo non lineare 1D

Flusso lineare 1D(1)



in 1D

άvelocityέ ƻŦ ·Bάvelocityέ ƻŦ ·A



  

Ę X A = f (XA)

  

Ę X B = f (XB)

  

f (XB) < f (XA)

  

L(t) < L(0)

Condizione di dissipazione
in 1 dimensione:

< 0

tŜǊ ǉǳŜǎǘƻ ŀōōƛŀƳƻ ŘŜŦƛƴƛǘƻ ǳƴ ŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ 
ŎƻƳŜ ζǳƴ ǎƻǘǘƻƛƴǎƛŜƳŜ ŘŜƭƭƻ ǎǇŀȊƛƻ ŘŜƎƭƛ 
ǎǘŀǘƛ Řƛ ŘƛƳŜƴǎƛƻƴŜ ŀŘ Ŝǎǎƻ ƛƴŦŜǊƛƻǊŜηΦ Nodo



  

Ę X A = f (XA)

  

Ę X B = f (XB)

  

f (XB) < f (XA)

  

L(t) < L(0)

  

Ę X A = f (XA)

  

Ę X B = f (XB)

  

f (XB) > f (XA)

  

L(t) > L(0)

Condizione di dissipazione
in 1 dimensione:

< 0

Nodo Repellor
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SPAZIO DEGLI STATI 2D

Punto Fisso

Ciclo Limite
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Notazione compatta



In N dimensioni:

Condizione di dissipazione
in 2 dimensioni:

ғ л

< 0

Nodo 
Attrattivo (dim=0)

Ciclo limite
Attrattivo (dim=1)

A



In N dimensioni:

Condizione di dissipazione
in 2 dimensioni:

< 0

ғ л

V

Cluster di 

condizioni iniziali
ad N dim

Nodo 
Attrattivo (dim=0)

Ciclo limite
Attrattivo (dim=1)

Altre tipologie
di Attrattori (dim<N)



Flussi dissipativi

in 

due dimensioni

< 0

ŦƛȄŜŘǇƻƛƴǘǎόŘƛƳΦлύ

limit cycles(dim.1)





  

X1  

X2

Direzioni 
Caratteristiche
(autovettori) 

del Punto Fisso
  

v1

  

v2

Valori Caratteristici
(autovalori) 

del Punto Fisso

Punto Fisso



  

l 1 < 0

l 2 < 0

  

l 1 > 0

l 2 > 0

  

l 1 > 0

l 2 < 0

  

l 1 < 0

l 2 > 0



x

y

  

Ę x = f1(x,y)

Ę y = f2(x,y)

Saddle
Point P0

ƴŜƭƭΩƻǊƛƎƛƴŜ
del piano x,y

tŀǊŀōƻƭƻƛŘŜ 
ƛǇŜǊōƻƭƛŎƻ

Riprendiamo la metafora del 
ǇŀŜǎŀƎƎƛƻ ŘŜƭƭΩŜƴŜǊƎƛŀΦΦΦ



x

y

  

= 0

  

= 0

l 1 =
¶f1(x, y)

¶x P0

= -
¶2g(x, y)

¶x2

P0

< 0

l 2 =
¶f2(x, y)

¶y
P0

= -
¶2g(x, y)

¶y2

P0

> 0

P0(x0,y0)

Valori Caratteristici
del SaddlePoint

Potential
Surface
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y
ƻǳǘπǎŜǘ

in-set



x

y
trajectory

trajectory



  

¹ 0

  

¹ 0

  

¹ 0

  

¹ 0



Ilya Prigogine
(1917-2003)

  

¹ 0

  

¹ 0

  

¹ 0

  

¹ 0

Simulation of the Brusselator
as reaction -diffusion system in
two spatial dimensions

ƘǘǘǇǎΥκκŜƴΦǿƛƪƛǇŜŘƛŀΦƻǊƎκǿƛƪƛκ.ǊǳǎǎŜƭŀǘƻǊ



Ilya Prigogine
(1917-2003)

The Brusselator 
Model
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http:// www.wolframalpha.com



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

DISTANZA DELLA TRAIETTORIA
5![ t¦b¢h CL{{h [¦bDh [Ω!{{9 ·1

DISTANZA DELLA TRAIETTORIA
5![ t¦b¢h CL{{h [¦bDh [Ω!{{9 ·2



Equazioni 

linearizzate
attorno al
punto fisso



ǎƻƭǳȊƛƻƴŜ ǇŀǊǘƛŎƻƭŀǊŜ



soluzione generale





  

sinq =
eiq - e- iq

2i



Ὂ
Ὢὼ π

ɱ

R<0 R>0
  

x1(t) = F1e
Rt sinWt

x2(t) = F2e
Rt sinWt

Ὂ
Ὢὼ π

ɱ

Ὂ
Ὢὼ π

ɱ



  

x1(t) = F1e
Rt sinWt

x2(t) = F2e
Rt sinWt

R<0 wҔл

NASCE UN
CICLO LIMITE...

.

R=0


