
Classificazione dei Sistemi Dinamici

Sistemi dinamici continui

(Flussi)

Sistemi dinamici discreti

(Mappe)

Flussi Dissipativi

Attrattori

1D

2D
3DPunto 

fisso Ciclo
Limite

Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche

Quasi
Periodiche

Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite
Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche

Quasi
Periodiche

Caotiche

2D

Ciclo
Limite



Flussi dissipativi

in 

una dimensione

fixed points (dim.0)

< 0

Nodo attrattivo



  

˙ x > 0

  

˙ x < 0

  

˙ x < 0

  

˙ x > 0

Punti Fissi 
Strutturalmente

Stabili

Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Una Dimensione

Punti Fissi 
Strutturalmente

Instabili

Valore Caratteristico
del Punto Fisso o 

Esponente di Lyapunov

flat flat



  

˙ x > 0

  

˙ x < 0

  

˙ x < 0

  

˙ x > 0

Punti Fissi 
Strutturalmente

Stabili

Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Una Dimensione

Punti Fissi 
Strutturalmente

Instabili flat flat

per la distanza dal Punto Fisso



Flussi dissipativi

in 

due dimensioni

< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

Nodo 
attrattivo

Ciclo limite
attrattivo

A

Divergenza di f



Equazioni 
linearizzate
attorno al
punto fisso

Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

x1 = X1 - X1o

x2 = X2 - X2o



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

2 Valori 
caratteristici

Equazione Caratteristica

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

con

reali

Direzioni caratteristiche

saddle points



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

2 Valori 
caratteristici

Equazione Caratteristica

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

con

reali
complessi
coniugati

Direzioni caratteristiche

?
R<0: 

node R>0: 
repellor

Saddle
points



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

Equazione Caratteristica

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

con

  

x1(t) = F1e
Rt sinWt

x2(t) = F2e
Rt sinWt

𝐹1 ≈
𝑓12𝑥2(0)

Ω

𝐹2 ≈
𝑓21𝑥1(0)

Ω

con:

R<0: spiral node R>0: spiral repellor

Le distanze del punto rappresentativo del sistema dal

punto fisso lungo i due assi dello spazio degli stati
spiraleggiano nei dintorni del punto:



Studio della stabilità dei Punti Fissi in due dimensioni: il caso generale

FIXED POINTS

Equazione Caratteristica

PER CIASCUN PUNTO FISSO                      :(             )

con

  

x1(t) = F1e
Rt sinWt

x2(t) = F2e
Rt sinWt

Le distanze del punto rappresentativo del sistema dal

punto fisso lungo i due assi dello spazio degli stati
spiraleggiano nei dintorni del punto:

R<0: spiral node R>0: spiral repellor

Ma cosa succede
nel caso R = 0?

Nasce un
CICLO LIMITE

attorno al 
punto fisso!

R=0



Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.

Matrice Jacobiana

Equazioni linearizzate nelle vicinanze

di un dato punto fisso ( X1o,X2o  )

…ricavare

i punti fissi…

x1 = X1 - X1o

x2 = X2 - X2o

Equazioni originarie

l+,l-

Autovalori

…calcolate nel 

punto fisso

Distanze dal

punto fisso



Equazione caratteristica dello Jacobiano 

Traccia dello Jacobiano 

Eq. agli autovalori

Autovalori 
dello 

Jacobiano 

Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.



  

x1(t) = F1e
Rt sinWt

x2(t) = F2e
Rt sinWt

Reminder: condizione affinchè un 
cluster di condizioni iniziali collassi su 
un attrattore stabile:

A

Traccia dello Jacobiano 



A

Traccia dello Jacobiano 

  

v1

  

v2

  

v1

  

v2

Autovettori
dello 

Jacobiano 

Reminder: condizione affinchè un 
cluster di condizioni iniziali collassi su 
un attrattore stabile:



Determinante dello Jacobiano: 

  

x1(t) = F1e
Rt sinWt

x2(t) = F2e
Rt sinWt

R =
1

2
TrJ

W =
1

2
TrJ 2 - 4D

ì

í
ïï

î
ï
ï

® l± =
TrJ ± (TrJ)2 - 4D

2



Riepilogo dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni

  

l± =
TrJ ± (TrJ)2 - 4D

2

  

TrJ = f11 + f22

  

D = f11 f22 - f21 f12

con:

  

D < 0    ® l+,l-
reali e 

discordi

  

TrJ < 0

Re

Im

  

TrJ > 0

NODE

REPELLOR

Re

Im

Re

Im

SADDLE
POINT

SADDLE
POINT

Re

Im

  

TrJ < 0

  

TrJ > 0

Re

Im

SPIRAL
NODE

SPIRAL
REPELLOR

Re

Im

  

TrJ < 0

  

TrJ > 0

reali e 

concordi

  

0 < D <
1

4
(TrJ)2  ® l+,l-

  

(TrJ)2 - 4D > 0

complessi 

coniugati

  

D >
1

4
(TrJ)2  ® l+,l-

  

(TrJ)2 - 4D < 0

  

D > 0



  

TrJ

Diagramma dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni

  

0

REPELLORS

NODES

  

(TrJ)2 - 4D > 0
reali e concordi

SPIRAL REPELLORS

SPIRAL NODES

  

(TrJ)2 - 4D < 0
complessi 

coniugati

  

l± =
TrJ ± (TrJ)2 - 4D

2

  

TrJ = f11 + f22

  

D = f11 f22 - f21 f12

con:

  

D < 0

reali e 

discordi

  

(TrJ)2 - 4D > 0

  

l+ = l- = l
(2 autovettori 
indipendenti) (1 autovettore)

degenerate 
node

star

  

(TrJ)2 - 4D = 0







Steven
Strogatz

Sheep

Rabbit



Steven
Strogatz

Sheep

K = capacità 
di carico 

Rabbit



Steven
Strogatz

Sheep

Rabbit



Rabbit
Sheep

K = capacità 
di carico 



Rabbit
Sheep



Rabbit
Sheep



Rabbit
Sheep



  

v1

  

v2

D = 6 > 0

TrJ = 5 > 0

(TrJ)2 - 4D =1> 0

reali e positivi



D = 2 > 0

TrJ = -3 < 0

(TrJ)2 - 4D =1> 0

  

v2

reali e negativi



D = 3 > 0

TrJ = -4 < 0

(TrJ)2 - 4D = 4 > 0

  

v2

reali e negativi



D = -1 < 0

TrJ = -2 < 0



in-set

out-set



in-set

Gause G.F. (1934) 

The struggle for existence. 
Williams and Wilkins, Baltimore 

Ritratto globale nello spazio degli stati





rabbits_sheep.nlogo

file://Users/Alex/Documents/UNIVERSITA'/FISICA STATISTICA E SISTEMI DINAMICI/rabbits-sheep.nlogo


Ilya Prigogine
(1917-2003)

The Brusselator Model

Sistema dinamico con due parametri di controllo e punti fissi con autovalori complessi coniugati

Diversamente da «Rabbits vs Sheep», 

le equazioni del Brussellators hanno 

due parametri di controllo A e B

Simulation of the Brusselator
as reaction-diffusion system in
two spatial dimensions



Ilya Prigogine
(1917-2003)

1 punto fisso:

  

l± =
TrJ ± (TrJ)2 - 4D

2

D = A2

TrJ = (B -1)- A2

D = 1

TrJ = B - 2

Sistema dinamico con due parametri di controllo e punti fissi con autovalori complessi coniugati

Ex:  A=1,B=1 → Δ=1, TrJ=-1, TrJ2-4Δ<0 : Spiral Node (B<2)  

A=1,B=3 → Δ=1, TrJ= 1, TrJ2-4Δ<0 : Spiral Repellor (2<B<4)



brussellator.nlogo

file://Users/Alex/Dropbox/DIDATTICA/1.FISICA-STATISTICA-E-SISTEMI-DINAMICI/2014-2015/LEZIONI-PPTX/brussellator.nlogo


  

TrJ

Diagramma dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni

  

l± =
TrJ ± (TrJ)2 - 4D

2

  

(TrJ)2 - 4D = 0

REPELLORS

SPIRAL REPELLORS

SPIRAL NODES

NODES

  

(TrJ)2 - 4D < 0

  

(TrJ)2 - 4D > 0

  

0

  

D < 0

  

l+ = l- = l
(2 autovettori 
indipendenti) (1 autovettore)

degenerate 
node

star

TrJ = 0



complessi 

coniugati

 ® l+,l-

Re

Im

SPIRAL
NODE

SPIRAL
REPELLOR

Re

Im

  

TrJ < 0

  

TrJ > 0

Re

Im NASCE 
UN CICLO

LIMITE

.

  

R = TrJ = 0

  

x1(t) = F1e
Rt sinWt

x2(t) = F2e
Rt sinWt

(TrJ)2 - 4D < 0



brussellator.nlogo
A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

.

A=1, B=2 : Nasce un ciclo limite!

A=1,B<2 : stable spiral node

D = 1

TrJ = B - 2
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