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(dim = 0)

= 0
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Trovare i punti fissi:

Per ogni punto 
fisso calcolare:

Che in generale 
dipenderà anche 
dal valore degli 
eventuali 
parametri di 
controllo...
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l 2 =
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You will immediately find both eigenvalues and eigenvectors of J...
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Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione caratteristica:

[ΩŀǘǘǊŀȊƛƻƴŜ ŀǾǾƛŜƴŜ ƭƛƴŜŀǊƳŜƴǘŜ ƭǳƴƎƻ ƭŜ ǘǊŜ ŘƛǊŜȊƛƻƴƛ ƛƴŘƛǾƛŘǳŀǘŜ Řŀƛ ǘǊŜ autovettori associati agli 

autovalori reali

[ΩŀǘǘǊŀȊƛƻƴŜ ŀǾǾƛŜƴŜ ƭƛƴŜŀǊƳŜƴǘŜ ƭǳƴƎƻ ƭŀ ŘƛǊŜȊƛƻƴŜ ƛƴŘƛǾƛŘǳŀǘŀ ŘŀƭƭΩautovettore ŀǎǎƻŎƛŀǘƻ ŀƭƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ 

reale, ma anche spiraleggiando sul piano individuato dai due autovettori associati agli autovalori complessi



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione caratteristica:

La repulsione avviene linearmente lungo le tre direzioni individuate dai tre autovettori associati 

agli autovalori reali

[ŀ ǊŜǇǳƭǎƛƻƴŜ ŀǾǾƛŜƴŜ ƭƛƴŜŀǊƳŜƴǘŜ ƭǳƴƎƻ ƭŀ ŘƛǊŜȊƛƻƴŜ ƛƴŘƛǾƛŘǳŀǘŀ ŘŀƭƭΩautovettore ŀǎǎƻŎƛŀǘƻ ŀƭƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ 

reale, ma anche spiraleggiando sul piano individuato dai due autovettori associati agli autovalori complessi



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Index = 0 Index = 3



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

La repulsione avviene 

linearmente lungo la 
direzione individuata 
ŘŀƭƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ ǇƻǎƛǘƛǾƻΣ 

ƳŜƴǘǊŜ ƭΩŀǘǘǊŀȊƛƻƴŜ 
avviene linearmente 
lungo il piano 

individuato dai due 
autovettori negativi

...e viceversa...

La repulsione avviene 

linearmente lungo la direzione 
ƛƴŘƛǾƛŘǳŀǘŀ ŘŀƭƭΩŀǳǘƻǾŀƭƻǊŜ 
ǇƻǎƛǘƛǾƻΣ ƳŜƴǘǊŜ ƭΩŀǘǘǊŀȊƛƻƴŜ 

avviene a spirale lungo il piano 
individuato dai due autovettori 
complessi con parte reale 

negativa

...e viceversa...
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Equazioni della traiettoria

di un punto (x1(t), x2(t) e x3(t))  

ǎǳƭƭΩŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ quasiperiodico

(dim = 2)

NOTA BENE: NON SONO EQUAZIONI DIFFERENZIALI!
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fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic 
attractors (dim.2)



Biforcazioni

1D-2D: Repellor-Node (or Saddle-
Node or Tangent) Bifurcation

2D: Hopf Bifurcation

3D: . . . (Rotte verso il Caos...) 



Rotte verso il CAOS...

I  : Period-Doubling

II  : Quasi-Periodicity

III  : Intermittency and Crises

IV  : Chaotic Transient and 
Homoclinic Orbits 
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Rotte verso il CAOS
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