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(dim = 0)
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Trovare i punti fissi:

Per ogni punto 
fisso calcolare:

Che in generale 
dipenderà anche 
dal valore degli 
eventuali 
parametri di 
controllo...





l1 =

l2 =

l3 =

You will immediately find both eigenvalues and eigenvectors of J...
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Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione caratteristica:

L’attrazione avviene linearmente lungo le tre direzioni individuate dai tre autovettori associati agli 

autovalori reali

L’attrazione avviene linearmente lungo la direzione individuata dall’autovettore associato all’autovalore 

reale, ma anche spiraleggiando sul piano individuato dai due autovettori associati agli autovalori complessi



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione caratteristica:

La repulsione avviene linearmente lungo le tre direzioni individuate dai tre autovettori associati 

agli autovalori reali

La repulsione avviene linearmente lungo la direzione individuata dall’autovettore associato all’autovalore 

reale, ma anche spiraleggiando sul piano individuato dai due autovettori associati agli autovalori complessi



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Index = 0 Index = 3



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

La repulsione avviene 

linearmente lungo la 
direzione individuata 
dall’autovalore positivo, 

mentre l’attrazione 
avviene linearmente 
lungo il piano 

individuato dai due 
autovettori negativi

...e viceversa...

La repulsione avviene 

linearmente lungo la direzione 
individuata dall’autovalore 
positivo, mentre l’attrazione 

avviene a spirale lungo il piano 
individuato dai due autovettori 
complessi con parte reale 

negativa

...e viceversa...
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MAPPA DI POINCARE’ 2D PER LO STUDIO DELLA STABILITA’ DEI CICLI LIMITE IN 3D

mappa di 
Poincarè 2 dim



mappa 1 dim

MAPPA DI POINCARE’ 2D PER LO STUDIO DELLA STABILITA’ DEI CICLI LIMITE IN 3D
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Equazioni della traiettoria

di un punto (x1(t), x2(t) e x3(t)) 
sull’attrattore quasiperiodico

(dim = 2)

NOTA BENE: NON SONO EQUAZIONI DIFFERENZIALI!
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fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic 
attractors (dim.2)



Biforcazioni

1D-2D: Repellor-Node (or Saddle-
Node or Tangent) Bifurcation

2D: Hopf Bifurcation

3D: . . . (Rotte verso il Caos...) 



Rotte verso il CAOS...

I : Period-Doubling

II : Quasi-Periodicity

III : Intermittency and Crises

IV : Chaotic Transient and 
Homoclinic Orbits 



Rotte verso il CAOS...

I : Period-Doubling

II : Quasi-Periodicity

III : Intermittency and Crises

IV : Chaotic Transient and 
Homoclinic Orbits 
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Global Bifurcations
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Rotte verso il CAOS
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mappa 1 dim
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Lev Landau
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2 dim: saddle point 3 dim: saddle cycle
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heteroclinic 

connection

Saddle point P 

corrispondente al 
primo saddle cycle

Saddle point P’ 

corrispondente al 
secondo saddle cycle
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«Tentiamo di farci un’idea della figura formata da queste due curve e delle loro intersezioni, che sono in 
numero infinito e corrispondono ciascuna a una soluzione doppiamente asintotica; queste intersezioni 
formano una sorta di reticolo, di ordito, di rete dalle maglie infinitamente fitte; ciascuna delle due curve 
non deve mai intersecare se stessa, ma deve ripiegarsi su se stessa in maniera assai complicata per 
poter intersecare un’infinità di volte tutte le maglie della rete».

Così, nel terzo volume del suo Méthodes nouvelles de la mécanique céleste (1882-
1889), lo stesso Poincarè descrisse la scoperta del «tangle» omoclinico compiuta 
mentre cercava di risolvere il problema dei tre corpi (un asteroide lanciato nel 
campo gravitazionale del Sole e di Giove) per mezzo della sua «sezione» (non 
avendo all’epoca i computer, ovviamente non poté mai visualizzarla...):



https://www.vitapensata.eu/2022/01/04/tre-corpi-al-margine-del-caos/Per approfondimenti:

«Tentiamo di farci un’idea della figura formata da queste due curve e delle loro intersezioni, che sono in 
numero infinito e corrispondono ciascuna a una soluzione doppiamente asintotica; queste intersezioni 
formano una sorta di reticolo, di ordito, di rete dalle maglie infinitamente fitte; ciascuna delle due curve 
non deve mai intersecare se stessa, ma deve ripiegarsi su se stessa in maniera assai complicata per 
poter intersecare un’infinità di volte tutte le maglie della rete».

Così, nel terzo volume del suo Méthodes nouvelles de la mécanique céleste (1882-
1889), lo stesso Poincarè descrisse la scoperta del «tangle» omoclinico compiuta 
mentre cercava di risolvere il problema dei tre corpi (un asteroide lanciato nel 
campo gravitazionale del Sole e di Giove) per mezzo della sua «sezione» (non 
avendo all’epoca i computer, ovviamente non poté mai visualizzarla...):
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«Tentiamo di farci un’idea della figura formata da queste due curve e delle loro intersezioni, che sono in 
numero infinito e corrispondono ciascuna a una soluzione doppiamente asintotica; queste intersezioni 
formano una sorta di reticolo, di ordito, di rete dalle maglie infinitamente fitte; ciascuna delle due curve 
non deve mai intersecare se stessa, ma deve ripiegarsi su se stessa in maniera assai complicata per 
poter intersecare un’infinità di volte tutte le maglie della rete».

Così, nel terzo volume del suo Méthodes nouvelles de la mécanique céleste (1882-
1889), lo stesso Poincarè descrisse la scoperta del «tangle» omoclinico compiuta 
mentre cercava di risolvere il problema dei tre corpi (un asteroide lanciato nel 
campo gravitazionale del Sole e di Giove) per mezzo della sua «sezione» (non 
avendo all’epoca i computer, ovviamente non poté mai visualizzarla...):
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