
< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic attractors (dim.2)

chaotic attractors (fractal dimension between 2 and 3)

ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni



ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali < 0

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni

fixed points (dim.0)



ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali < 0

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni

fixed points (dim.0)



ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali < 0

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni

fixed points (dim.0)



ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali < 0

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni

fixed points (dim.0)



ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali < 0

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni

limit cycles (dim.1)



ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali < 0

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni

limit cycles (dim.1)



ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali

Sezione di 
Poincarè

quasiperiodic attractors (dim.2)

< 0

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni



chaotic attractors (fractal dimension between 2 and 3)

ATTRATTORI

V

Cluster di 

condizioni iniziali

Flussi dissipativi

in 

tre dimensioni



Rotte verso il CAOS...

I : Period-Doubling

II : Quasi-Periodicity

III : Intermittency and Crises

IV : Chaotic Transient and 
Homoclinic Orbits 

Local Bifurcations

Global Bifurcations



IV
3 dim: saddle cycle



Rotte verso il CAOS...

IL MODELLO DI LORENZ



https://www.youtube.com/watch?v=gSTNxS96fRg

Riproducono la dinamica delle Celle 
Convettive di Rayleigh-Bénard
generate dalla differenza di temperatura tra 

la superficie inferiore e quella superiore del 
recipiente contenente il fluido

Si veda anche:

https://www.youtube.com/watch?v=gSTNxS96fRg


Significato delle 3 variabili:

X(t): dipendenza temporale 
della funzione di flusso del 

fluido (le cui derivate rispetto 
alle variabili spaziali 
rappresentano le componenti 

della velocità del fluido)

Y(t): dipendenza temporale 

della differenza di 
temperatura tra la parte 
ascendente e quella 

discendente del fluido

Z(t): dipendenza temporale 

della deviazione dalla 
linearità della temperatura
in funzione della posizione 

verticale



Significato delle 3 variabili:

X(t): dipendenza temporale 
della funzione di flusso del 

fluido (le cui derivate rispetto 
alle variabili spaziali 
rappresentano le componenti 

della velocità del fluido)

Y(t): dipendenza temporale 

della differenza di 
temperatura tra la parte 
ascendente e quella 

discendente del fluido

Z(t): dipendenza temporale 

della deviazione dalla 
linearità della temperatura
in funzione della posizione 

verticale



Significato dei 3 parametri

di controllo:

Prandtl number p: 

rapporto tra  la viscosità cinetica 
del fluido e il coefficiente di 
diffusione termica

Rayleigh number r: 

misura della differenza di 
temperatura tra la parte 
superiore e quella inferiore del 

fluido

Parameter b: 

esprime il rapporto tra l’altezza 
verticale dello strato di fluido e la 
dimenzione orizzontale delle 

celle convettive



Rayleigh number r: 

misura della differenza di 
temperatura tra la parte 
superiore e quella inferiore del 

fluido (r > 0 variabile)

Significato dei 3 parametri

di controllo:

Prandtl number p: 

rapporto tra  la viscosità cinetica 
del fluido e il coefficiente di 
diffusione termica (p = 10)

Parameter b: 

esprime il rapporto tra l’altezza 
verticale dello strato di fluido e la 
dimenzione orizzontale delle 

celle convettive (b = 8/3)



p=10, b=8/3

r < 1

r > 1

r < 1

(see further on...)

STATO NON 
CONVETTIVO



p=10, b=8/3

r < 1

UNICO PUNTO FISSO REALE 
nell’ORIGINE dello Spazio 
degli Stati 3D

X=0: la funzione di 
flusso del fluido è nulla

Y=0: non c’è differenza di 

temperatura tra la parte 
ascendente e quella 
discendente del fluido

Z=0: non c’è deviazione dalla 

linearità della temperatura
in funzione della posizione 
verticale

r < 1

STATO NON 
CONVETTIVO

Le altre due soluzioni 
off-origine sono 
complesse per r < 1 



p=10, b=8/3

r < 1

X=0: la funzione di 
flusso del fluido è nulla

Y=0: non c’è differenza di 

temperatura tra la parte 
ascendente e quella 
discendente del fluido

Z=0: non c’è deviazione dalla 

linearità della temperatura
in funzione della posizione 
verticale

r < 1

STATO NON 
CONVETTIVO

SARA’ STABILE?

Le altre due soluzioni 
off-origine sono 
complesse per r < 1 



(dim = 0)



(dim = 0)

Jacobiano del 
modello di Lorenz, 

da calcolare in 
corrispondenza di 

ciascun punto fisso



STUDIO DELLA STABILITA’ DEL 

PUNTO FISSO:

X=0 
Y=0 
Z=0

r = 0.5

(UNICO PUNTO FISSO PER 0 < r < 1)



r = 0.5

p=10, b=8/3



lorenz-model.nlogo



r < 1:  un unico nodo nell’origine.

RIEPILOGO PARZIALE:

p=10, b=8/3



r > 1

p=10, b=8/3

NASCONO GLI ALTRI DUE PUNTI FISSI REALI FUORI 

DALL’ORIGINE, CHE CORRISPONDONO A STATI CONVETTIVI



  

X =Y = ± 8/3 = ±1.63...

r = 2

p=10, b=8/3



STUDIO DELLA STABILITA’ DEL 

PUNTO FISSO:

X=0 
Y=0 
Z=0

r = 2

Out-set 1D



STUDIO DELLA STABILITA’ DEL 

PUNTO FISSO:

X=-1.63… 
Y=-1.63… 

Z=1

r = 2



STUDIO DELLA STABILITA’ DEL 

PUNTO FISSO:

X=1.63… 
Y=1.63… 

Z=1

r = 2



r < 1:  un unico nodo nell’origine.

1 < r < 13.93:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-
origine.

p=10, b=8/3

RIEPILOGO PARZIALE:

Cosa succede per r > 13.93?



p=10, b=8/3

14 circa < r < 25 circa



p=10, b=8/3

r = 14

I due punti fissi off-origine
restano nodi a spirale

r = 14



p=10, b=8/3

r = 24

I due punti fissi off-origine
restano nodi a spirale

r = 24



r < 1:  un unico nodo nell’origine.

1 < r < 13.93:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-
origine.

p=10, b=8/3

13.93 < r < 24.74:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici 
off-origine + due cicli limite saddle (stabili all’interno, instabili all’esterno) attorno ai 
due nodi off-origine. Questi cicli limite diventano sempre più piccoli per r → 24.74.

RIEPILOGO PARZIALE:



r < 1:  un unico nodo nell’origine.

1 < r < 13.93:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-
origine.

p=10, b=8/3

13.93 < r < 24.74:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici 
off-origine + due cicli limite saddle (stabili all’interno, instabili all’esterno) attorno ai 
due nodi off-origine. Questi cicli limite diventano sempre più piccoli per r → 24.74.

r > 24.74:

RIEPILOGO PARZIALE:

r =25



STUDIO DELLA STABILITA’ DEL 

PUNTO FISSO:

X=0 
Y=0 
Z=0

r = 25

Out-set 1D



STUDIO DELLA STABILITA’ DEL 

PUNTO FISSO:

X=-8 
Y=-8 
Z=24

r = 25

In-set 1D



STUDIO DELLA STABILITA’ DEL 

PUNTO FISSO:

X=8 
Y=8 

Z=24

r = 25

In-set 1D



r < 1:  un unico nodo nell’origine.

1 < r < 13.93:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-
origine.

p=10, b=8/3

13.93 < r < 24.74:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici 
off-origine + due cicli limite saddle (stabili all’interno, instabili all’esterno) attorno ai 
due nodi off-origine. Questi cicli limite diventano sempre più piccoli per r → 24.74.

r > 24.74:  un saddle point (index 1) nell’origine + due saddle points (index 2) a spirale 
simmetrici off-origine. I due cicli limite sono ormai collassati sui due punti fissi off-
origine → NASCE L’ATTRATTORE CAOTICO DI LORENZ!!!

RIEPILOGO PARZIALE:

ATTRATTORE DI LORENZ



L’ATTRATTORE DI LORENZ POSSIEDE LE CARATTERISTICHE 
DEL COMPORTAMENTO CAOTICO

p=10, b=8/3

r > 24.74



L’ATTRATTORE DI LORENZ POSSIEDE LE CARATTERISTICHE 
DEL COMPORTAMENTO CAOTICO

p=10, b=8/3

r > 24.74



p=10, b=8/3

r > 24.74

L’ATTRATTORE DI LORENZ POSSIEDE LE CARATTERISTICHE 
DEL COMPORTAMENTO CAOTICO



p=10, b=8/3

MA QUAL’E’ LA ROTTA CHE CONDUCE 
ALL’ATTRATTORE CAOTICO DI LORENZ PER           
r -> 24.74?

?

Dobbiamo guardare cosa succedeva dietro le 
quinte mentre aumentavamo il valore di r...

r >  1

r >  13.93

r >  24.74

CAOS!

r <  1



(0,0,0)

p=10, b=8/3

1 < r < 13.93:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-origine.

Out-set 1D

DOPPIA CONNESSIONE 
OMOCLINICA DEL SADDLE 
POINT NELL’ORIGINE CON 
SE STESSO per r=13.93…



heteroclinic

tangle

…E DOPPIA CONNESSIONE ETEROCLINICA
CON I DUE SADDLE CYCLE OFF-ORIGINE per r=24.06

r > 13.93:  nascono due cicli limite saddle (instabili 
all’esterno) attorno ai due nodi off-origine

p=10, b=8/3



r < 1:  un unico nodo nell’origine.

1 < r < 13.93:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-
origine.

13.93 < r < 24.74:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-
origine + due cicli limite saddle (stabili all’interno, instabili all’esterno) attorno ai due nodi 
off-origine. Questi cicli limite diventano sempre più piccoli per r → 24.74.

r > 24.74:  un saddle point (index 1) nell’origine + due saddle points (index 2) a spirale 
simmetrici off-origine. I due cicli limite sono ormai collassati sui due punti fissi off-origine.

RIEPILOGO
QUASI FINALE...

r = 13.93:  doppia connessione omoclinica tra i due rami dell’out-set (1Dim) del saddle 
point nell’origine e il suo stesso in-set (2Dim) – TRANSIENT CHAOS

r = 24.06:  i due rami dell’out-set (1Dim) del saddle point nell’origine formano una doppia 
connessione eteroclinica con gli in-set (2D) dei cicli limite saddle attorno ai due punti fissi 
off-origine. Si forma l’ATTRATTORE CAOTICO di Lorenz.

24.74 < r < 143: comportamento CAOTICO.

Cosa succede per r > 143?



p=10, b=8/3

r =  160

«PERIOD DOUBLING ROUTE» VERSO L’ATTRATTORE DI LORENZ



r =  150

r =  146

p=10, b=8/3

PERIOD
DOUBLING

r =  160

r =  ……



p=10, b=8/3

r =  150

r =  146

r =  143

CAOS!

r =  160

Attrattore Caotico di Lorenz  
(Dim.Frattale D=2.06 ± 0.01)

PERIOD
DOUBLING



p=10, b=8/3

r =  150

r =  146

r =  143

CAOS!

r =  160

PERIOD
DOUBLING



r < 1:  un unico nodo nell’origine.

1 < r < 13.93:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-
origine.

13.93 < r < 24.74:  un saddle point (index 1) nell’origine + due nodi a spirale simmetrici off-
origine + due cicli limite saddle (stabili all’interno, instabili all’esterno) attorno ai due nodi 
off-origine. Questi cicli limite diventano sempre più piccoli per r → 24.74.

r > 24.74:  un saddle point (index 1) nell’origine + due saddle points (index 2) a spirale 
simmetrici off-origine. I due cicli limite sono ormai collassati sui due punti fissi off-origine.

RIEPILOGO
FINALE

r = 13.93:  doppia connessione omoclinica tra i due rami dell’out-set (1Dim) del saddle 
point nell’origine e il suo stesso in-set (2Dim) – TRANSIENT CHAOS

r = 24.06:  i due rami dell’out-set (1Dim) del saddle point nell’origine formano una doppia 
connessione eteroclinica con gli in-set (2D) dei cicli limite saddle attorno ai due punti fissi 
off-origine. Si forma l’ATTRATTORE CAOTICO di Lorenz.

24.74 < r < 143: comportamento CAOTICO.

r: 160 -> 143 :  sequenza di raddoppiamenti di periodo nei cicli limite attrattivi che si 
sviluppano attorno ai due punti fissi off-origine. 



Stephen Smale



Stephen Smale

Square of initial points

Stratching

Folding

Stratching
Folding



Stephen Smale

Local Lyapunov Exponent
in a simulation of the

Gulf of Mexico

https://www.youtube.com/watch?v=ljPhjmdxQGg



CAOS DETERMINISTICO



CAOS DETERMINISTICO



Dimensione frattale dell’attrattore
caotico di Lorenz:  D=2.06 ± 0.01





L’attrattore di Lorenz e l’effetto farfalla











𝜆1

𝜆2

𝜆3



Ogni esponente 
di Lyapunov = 0 
indica la nascita 
di una periodicità

𝜆1 𝜆2 𝜆3(    ,    ,    )
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