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Classificazione dei Sistemi Dinamici

Sistemi dinamici continui

(Flussi)

Sistemi dinamici discreti

(Mappe)

Flussi Dissipativi

Attrattori

1D

2D
3DPunto 

fisso Ciclo
Limite

Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche

Quasi
Periodiche

Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite
Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche

Quasi
Periodiche

Caotiche

5ƛƳŜƴǎƛƻƴŜ ŦǊŀǘǘŀƭŜ ŘŜƭƭΩŀǘǘǊŀǘǘƻǊŜ
caotico di Lorenz:  D=2.06 ± 0.01
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REMINDER: La Sezione di Poincaré

J.H.Poncaré (1854-1912)



La Mappa di Poincaré

J.H.Poncaré(1854-1912)
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Mappe dissipative

unidimensionali: 

la Mappa Logistica



La Mappa Logistica

Robert.M.May

(1936-2020)



La Mappa Logistica

Robert.M.May

(1936-2020)

Ian Stewart
Matematico



DallõEquazione Logistica alla Mappa Logistica

K= capacità di carico 

P.F.Verhulst (1804-1849)

  

Ę N (t) = aN(1- N)
se a=b (K=1)

{h[¦½Lhb9 !b![L¢L/! 59[[Ω9vΦ[hDL{¢L/!
(SIGMOIDE CON SATURAZIONE A K)

EQUAZIONE LOGISTICA



Ą X0=0 è un punto fisso repulsivo (instabile)

Ą X0=1 è un punto fisso attrattivo (stabile)

A Î [0,1]

attrattore
repulsore

traiettoria

DallõEquazione Logistica alla Mappa Logistica

Ὢὢ ὃὢ ὃὢ

parabola



R.M.May

1976 

Variabile di stato:
ὼ è un numero compreso tra 0 e

1, e rappresenta il rapporto tra la

popolazione esistente e quella

massima possibile nellôannon-

esimo, e quindi ὼ rappresenta il

rapporto tra la popolazione iniziale

(all'anno 0) e quella massima.

Parametro di controllo:
A è un numero positivo e 

rappresenta il tasso combinato tra 

la riproduzione e la mortalità.
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parabola

ήόὥὨὶὥὸέὨὭὰὥὸέόὲὭὸὥὶὭέ

  

(0,1)

  

(1,1)

R.M.May

1976 

ίὴὥᾀὭέὨὩὫὰὭίὸὥὸὭρὈ



  

(0,0)

  

(1,0)

  

1

2
,
A

4

å 

ç 

õ 

÷ 

  

(0,1)

  

(1,1)

xC=0.5

parabola

Produce una 
sorta di 
άǎǘǊŜǘŎƘƛƴƎ 

and foldingέ 
che, per certi 
valori di A, 
genererà un 
attrattore 
caotico

ήόὥὨὶὥὸέὨὭὰὥὸέόὲὭὸὥὶὭέ

R.M.May
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xn

xn+1 = f (xn)
La bisettrice può essere messa in 
ŎƻǊǊƛǎǇƻƴŘŜƴȊŀ ōƛǳƴƛǾƻŎŀ Ŏƻƴ ƭΩƛƴǘŜǊǾŀƭƭƻ 
di definizione [0,1] (ossia lo spazio degli 
stati) della mappa logistica!

Diagramma delle iterazioni:
ήόὥὨὶὥὸέὨὭὰὥὸέόὲὭὸὥὶὭέ

+ bisettrice

(1.1)

ίὴὥᾀὭέὨὩὫὰὭίὸὥὸὭρὈ
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(1.1)

xn+1 = f (xn)

Valore di partenza (condizione iniziale)
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REGIME DI PUNTO FISSO

  

x0

La popolazione varierà fino ad assestarsi su un

valore stazionario xÐ= 0.632, indipendentemente

dal suo valore iniziale.

xn+1 = f (xn)

xÐ= 0.632
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REGIME DI PUNTO FISSO
La popolazione varierà fino ad assestarsi su un

valore stazionario xÐ= 0.632, indipendentemente

dal suo valore iniziale.



Mappa -Logistica.nlogo
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REGIME DI PUNTO FISSO

Le soluzioni ŘŜƭƭΩŜǉǳŀȊƛƻƴŜdi punto fisso
corrispondono ai punti di intersezione della
parabolacon la bisettrice f (x) = x, cioèle soluzioni
del sistemaqui a fianco(mentre nei flussi1D erano
i punti di intersezioneconƭΩŀǎǎŜx)

ώ ὃὼρ ὼ
ώ ὼ
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(non esiste per A<1)



(M>0)

J.H.Poncaré(1854-1912)

REMINDER:
{¢!.L[L¢!Ω 59L 

PUNTI FISSI NELLA
a!tt! 5L thLb/!w9Ω

STABILE
INSTABILE



characteristic
multiplier

|
|

(  f (x) = Ax - Ax2  ®  
df

dx
= A - 2Ax )

x*

df / dx < 0NOTA:                       Ą 2<A<3 oscillazioni attorno al punto fissoΧ

(non esistendo per A<1Ą x < 0).

Inquestocasoil punto fisso«off origine»dellamappaèƭΩŜǉǳƛǾŀƭŜƴǘŜ
unidimensionaledellospiralnodenei flussidissipativi2D

STABILE
INSTABILE



Attrattori a ciclo limite della mappa logistica per A>3

Seconda iterata della mappa logistica

Non sono punti fissi della mappa logistica.
9Ω ǇƻǎǎƛōƛƭŜ ǊƛŎŀǾŀǊŜ ŀƴŀƭƛǘƛŎŀƳŜƴǘŜ ǉǳŜǎǘƛ ǾŀƭƻǊƛΚ 



SECONDA ITERATA DELLA MAPPA LOGISTICA
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CICLO LIMITE DI PERIODO 2

x1

*

x2

*

Indipendentemente dal suo valore iniziale, la popolazione arriverà

ad oscillare indefinitamente tra due valori...



A=3.49

Nuovo ciclo limite
stabiledi periodo4

Indipendentemente dal suo valore iniziale, la popolazione arriverà

ad oscillare indefinitamente tra due valori, poi tra quattro, etc...

REGIME DEI RADDOPPIAMENTI 
DI PERIODO (CICLI LIMITE)

A=3.49:
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REGIME CAOTICO
Indipendentemente dal suo valore iniziale,

la popolazione comincerà a variare in

maniera assolutamente imprevedibile...

A=3.94



v. Mappa a «ferro di 

cavallo» di Smale

Le due condizioni iniziali simmetriche = 0.18 e

= 0.82 hanno la stessa immagine sulla

bisettrice... questa proprietà è alla base del

processo di stretching and folding che produce la

dinamica caotica...

A=3.94
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DIAGRAMMA 
DI

BIFORCAZIONE

A

EDGE
OF

CHAOS

Punto fisso
Period

Doubling
Caos

3 3.569...

Edge 

of 
Chaos



M. Feigenbaum 

(1944)
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A=3.61 xmax

xmin

xmin

xmax

A=3.61

A=3.93

A=3.93



Punto di
Misiurewicz

p.7 p.5 p.3


