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< 0

SISTEMI 
DISSIPATIVI

Il volume V prima o poi 

collassa su un attrattore



= 0
Il volume V si conserva!

SISTEMI 
HAMILTONIANI



SISTEMA ISOLATO
CONSERVATIVO

UNIVERSO



TERMOSTATO

SISTEMA
CHIUSO

DISSIPATIVO

UNIVERSO



TERMOSTATO

SISTEMA
CHIUSO

DISSIPATIVO

UNIVERSO



TERMOSTATO

SISTEMA
≈ ISOLATO

≈ CONSERVATIVO

UNIVERSO



https://www.vitapensata.eu/2022/01/04/tre-corpi-al-margine-del-caos/







  

Coordinate  Part.1 

(q1,q2,q3, p1, p2, p3)

º (r1x,r1y,r1z, p1x, p1y, p1z)

  

Coordinate  Part.2  

(q4 ,q5,q6, p4, p5, p6)

  

         Coordinate  Part.N  

(q3N -2,q3N -1,q3N , p3N -2, p3N -1, p3N )

...........



  

H(q, p) º

E tot = K(p) + U(q)

  

qi(t)

  

pi(t)

Hamiltoniana



Sistema Hamiltoniano
ad N gradi di libertà

(2N dimensioni)

qi = fi (qi, pi )

pi = gi (qi, pi )

  

º

  

i =1...N

fi (qi, pi ) =
¶H (qi, pi )

¶ pi

gi (qi, pi ) = -
¶H (qi, pi )

¶qi

Hamilton’s
Equations





Sistema Hamiltoniano
ad 1 grado di libertà
(Phase space a 2N=2 

dimensioni, non si può 
avere caos)

N=1

N=2

Sistema Hamiltoniano
a 2 gradi di libertà

(Phase space a 2N=4 
dimensioni, si può avere 

caos!)

  

˙ q 1 = ˙ x 1 = f1(x1,x2)

˙ p 1 = ˙ x 2 = f2(x1,x2)

  

˙ q 1 = ˙ x 1 = f1(x1,x2,x3,x4 )

˙ p 1 = ˙ x 2 = f2(x1,x2,x3,x4 )

˙ q 2 = ˙ x 3 = f3(x1,x2,x3,x4 )

˙ p 2 = ˙ x 4 = f4 (x1,x2,x3,x4 )



Sistema Hamiltoniano
a 2 gradi di libertà
(2N=4 dimensioni)

La traiettoria è confinata all’interno 

del volume 3D di un toro,
ipersuperficie ad energia costante

2N-1=3 dim.

Esempi:

Sistema Hamiltoniano
ad 1 grado di libertà
(2N=2 dimensioni)

La traiettoria è confinata lungo una linea chiusa 

1D (toro unidimensionale), luogo dei punti dello 
spazio delle fasi ad energia costante

2N-1=1 dim.



Flussi dissipativi

< 0

fixed points (dim=0)

limit cycles (dim=1)

quasiperiodic
attractors (dim=2)

REMINDER:

chaotic attractors
(2<dim<3)



Conservazione del volume nello Spazio delle Fasi



cfr.Teorema di Schwarz

  

  

div
 
f = 0 =0



H=H(q0,p0)

(ma solo per sistemi Hamiltoniani a più di un grado di libertà)



H=H(q0,p0)

(ma solo per sistemi Hamiltoniani a più di un grado di libertà)





Costante del Moto!"t

Esempio di sistema integrabile: 
N=1: 2D phase space e 1D energy surface



azione maggiore

azione minore

  

qi(t) = F(qi, pi)

Ji(t) = G(qi, pi)

Trasformazioni Canoniche



Nota:

Caso Speciale: variabili azione-angolo per un sistema integrabile



Sistemi Integrabili



(           )



Flussi Hamiltoniani 

ad un grado di libertà

=0



(e)           x = – A x = 0

  

E tot º H



Hamilton’s
Equations



oscillatore-armonico.nlogo



  

J

  

q

.

Spazio delle Fasi 2D dell’Oscillatore Armonico

𝑞 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜃0
𝑝(𝑡) = 𝑚 ሶ𝑞 𝑡 = −𝑚𝜔𝐴𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 + 𝜃0

𝜔 =
𝑘

𝑚

Legge di Hooke



  

J

  

q

.

Spazio delle Fasi 2D dell’Oscillatore Armonico

rescaling
the variables…

𝑞 𝑡 = 𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜃0
𝑝(𝑡) = 𝑚 ሶ𝑞 𝑡 = −𝑚𝜔𝐴𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 + 𝜃0

𝜔 =
𝑘

𝑚

Legge di Hooke



  

J

  

q

.rescaling
the variables…



(8.4-11)

  

J

  

q
p(t) = 2mwJ sinq(t)

q(t) = 2J / (mw ) cosq(t)

ì
í
ï

îï
 ® 

p '(t) = J sinq(t)

q '(t) = J cosq(t)

ì
í
ï

îï
 

q(t) = wt +q(0)



origine = punto fisso ellittico

Studio dei punti fissi dell’Oscillatore Armonico non smorzato e smorzato

=0

=0

NOTA: Si noti che la struttura delle equazioni di Hamilton ci permette di applicare anche ai sistemi Hamiltoniani la
procedura introdotta nei sistemi dissipativi per trovare e studiare i punti fissi, con la differenza che qui i punti fissi
non saranno più attrattori della dinamica.



Oscillatore Armonico 
Conservativo

Oscillatore Armonico 
Smorzato

Punto Ellittico

q = 0 ,  p = 0

q + b q + kq = 0

Attrattore a punto fisso

q = 0 ,  p = 0

Parametro di
smorzamento

-b

OA smorzatoቐ
𝑏 = 0
𝑏 > 0
𝑏 ≫ 0

OA conservativo

k



Oscillatore Armonico 
Conservativo

Oscillatore Armonico 
Smorzato

Punto Ellittico

q = 0 ,  p = 0

q + b q + kq = 0

Attrattore a punto fisso

q = 0 ,  p = 0

Parametro di
smorzamento

-b

OA smorzato

OA sovrasmorzato

ቐ
𝑏 = 0
𝑏 > 0
𝑏 ≫ 0

OA conservativo

k



oscillatore-armonico-smorzato

file://Users/Alex/Documents/UNIVERSITA'/FISICA STATISTICA E SISTEMI DINAMICI/oscillatore-armonico-smorzato.nlogo
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