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Ludwig Boltzmann è stato il primo scienziato a capire
che il secondo principio della termodinamica (crescita
dell’entropia) non è una legge rigorosa della natura ma
ha una validità meramente statistica...

Ipotesi di
STRONG CHAOS

S = k log Wà 𝚫𝑺 > 𝟎 (sist. isolato)  
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Ludwig Boltzmann è stato il primo scienziato a capire
che il secondo principio della termodinamica (crescita
dell’entropia) non è una legge rigorosa della natura ma
ha una validità meramente statistica...



La Meccanica Statistica secondo Gibbs:
la Teoria degli Ensemble

Gas PerfettoGrado di Disordine
Josiah Willard Gibbs

(1839-1903)

ESPONENZIALE GAUSSIANA

Come emergerà più chiaramente dallo studio della Teoria
degli Ensemble di Gibbs, la ragione profonda di ciò
risiede nel fatto che l’entropia deve essere considerata
una misura del grado di disordine di un sistema...
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STATISTICA

ALL’EQUILIBRIO



L’approccio statistico di Gibbs: 
il ritorno allo Spazio delle Fasi!

Elemento di volume 
nello Spazio Γ di 

Gibbs
(6N-dim)

Elemento di volume 
nello Spazio μ di 

Boltzmann
(6-dim)

Ogni punto 
rappresenta una
delle N particelle
singole

Ogni punto 
rappresenta un 
sistema di 
N particelle 

Josiah Willard Gibbs



La Teoria degli Ensemble: Macrostati e Microstati

Elemento di volume 
nello Spazio Γ di 

Gibbs
(6N-dim)

Elemento di volume 
nello Spazio μ di 

Boltzmann
(6-dim)

Una particella 
singola

Un singolo
MICROSTATO

microstati



La Teoria degli Ensemble: Macrostati e Microstati

Ensemble nello 
Spazio Γ di 

Gibbs
(6N-dim)

Elemento di volume 
nello Spazio μ di 

Boltzmann
(6-dim)

N punti = N particelle Un ensemble di 
MICROSTATI
equivale a un 
MACROSTATO

macrostati

microstati



Analogia con lo spazio delle possibili combinazioni (macrostati) di due dadi

macrostati microstati N° di microstati

Assumendo che tutti i microstati
siano equiprobabili (p=1/36), il
macrostato “7” sarà più
probabile degli altri in quanto
può realizzarsi in 6 modi diversi!

ensemble

Analogamente, lo spazio delle fasi di
Gibbs può immaginarsi suddiviso in
regioni (macrostati) corrispondenti a
collezioni (ensembles) di microstati
macroscopicamente indistinguibili l’uno
dall’altro.

LO SPAZIO DELLE FASI DI GIBBS

macrostati
La dimensione (cioè il volume) di ogni
regione sarà proporzionale al numero di
possibili microstati equivalenti al
macrostato (o ensemble) considerato:
nell’ipotesi che tutti i microstati siano
equiprobabili, sarà quindi proporzionale
alla probabilità del macrostato!

maggiore 
volume

maggiore 
probabilità=

microstati
equiprobabili



macrostati microstati N° di microstati

Assumendo che tutti i microstati
siano equiprobabili (p=1/36), il
macrostato “7” sarà più
probabile degli altri in quanto
può realizzarsi in 6 modi diversi!

ensemble

Un altro esempio: analogia con la disposizione delle carte da gioco

Analogia con lo spazio delle possibili combinazioni (macrostati) di due dadi

RELAZIONE CON I CONCETTI DI ORDINE E DISORDINE

Immaginate di mescolare un mazzo di carte (deck of cards) e poi di disporle su un tavolo…



macrostati microstati N° di microstati

Assumendo che tutti i microstati
siano equiprobabili (p=1/36), il
macrostato “7” sarà più
probabile degli altri in quanto
può realizzarsi in 6 modi diversi!

ensemble

Un altro esempio: analogia con la disposizione delle carte da gioco

1 solo microstato corrisponde al macrostato con le 52
carte perfettamente ordinate (molto improbabile!)

Un numero enorme di microstati (1068)
corrisponde invece al macrostato con le carte
disordinate (molto probabile!)

Analogia con lo spazio delle possibili combinazioni (macrostati) di due dadi

RELAZIONE CON I CONCETTI DI ORDINE E DISORDINE



macrostati microstati N° di microstati

Assumendo che tutti i microstati
siano equiprobabili (p=1/36), il
macrostato “7” sarà più
probabile degli altri in quanto
può realizzarsi in 6 modi diversi!

ensemble

Oppure: analogia con l’ordine di una stanza...

C’è un solo modo (più o meno) di tenere la
stanza in ordine (come piace alla mammaJ)...

Analogia con lo spazio delle possibili combinazioni (macrostati) di due dadi

RELAZIONE CON I CONCETTI DI ORDINE E DISORDINE

...ma ci sono infiniti modi di tenerla in
disordine....



macrostati microstati N° di microstati

Assumendo che tutti i microstati
siano equiprobabili (p=1/36), il
macrostato “7” sarà più
probabile degli altri in quanto
può realizzarsi in 6 modi diversi!

ensemble

Oppure: analogia con le palle da biliardo...

Ci sono relativamente pochi modi di disporre
ordinatamente le palle nel triangolo iniziale...

Analogia con lo spazio delle possibili combinazioni (macrostati) di due dadi

RELAZIONE CON I CONCETTI DI ORDINE E DISORDINE

...ma ci sono infiniti modi di disporle
disordinatamente sul tavolo da biliardo...



macrostati microstati N° di microstati

Assumendo che tutti i microstati
siano equiprobabili (p=1/36), il
macrostato “7” sarà più
probabile degli altri in quanto
può realizzarsi in 6 modi diversi!

ensemble

Analogia con lo spazio delle possibili combinazioni (macrostati) di due dadi

RELAZIONE CON I CONCETTI DI ORDINE E DISORDINE

«Tutte le famiglie felici si
assomigliano fra loro; ogni
famiglia infelice è infelice a modo
suo»

«All happy families are alike; each
unhappy family is unhappy in its
own way»



Per quanto appena detto, nella rappresentazione di Gibbs un ensemble può essere convenien-

La Funzione Densità di Gibbs

Spazio delle fasi Γ
di Gibbs
(6N-dim)

punti rappresentativi
dei microstati (copie mentali) 
contenuti nell’elementino di 
volume al tempo t , con densità ρ



Equazioni di Hamilton

Traiettoria

(3.38)

Traiettoria del Sistema nello Spazio delle Fasi

.
Punto rappresentativo del 

sistema di N particelle
(durante il suo moto passa da 

un microstato all’altro)

semble. Le equazioni del moto del sistema (isolato) sono le equazioni di Hamilton (3.38). 



Il Teorema di Liouville
(per la densità di punti rappresentativi di una distribuzione di condizioni iniziali)

Joseph Liouville
(1809-1882)

Spazio delle fasi Γ
di Gibbs
(6N-dim)

punti rappresentativi 
(microstati, che possono 
rappresentare ad es. possibili 
condizioni iniziali) di un 
ensemble, distribuiti con una 
certa densità

(iper)volumetto 
arbitrario

ω

Derivata totale di 𝝆
rispetto al tempo



Il Teorema di Liouville
(per la densità di punti rappresentativi di una distribuzione di condizioni iniziali)

Joseph Liouville
(1809-1882)

densità di 
corrente

Flusso di punti in uscita
Tasso di 
decrescita

ω

Teorema della 
Divergenza



che è la tesi del 
teorema di Liouville

Joseph Liouville
(1809-1882)

Il Teorema di Liouville
(per la densità di punti rappresentativi di una distribuzione di condizioni iniziali)



Equazione di 
Continuità

Joseph Liouville
(1809-1882)

Punto di vista Lagrangiano

Il Teorema di Liouville
(per la densità di punti rappresentativi di una distribuzione di condizioni iniziali)

Punto di vista 

Euleriano

Vedi lezioni sui flussi 
Hamiltoniani a pochi 

gradi di libertà…

= 0

Volumetto 
di condizioni 

iniziali



L’Ipotesi Ergodica per i sistemi isolati

Traiettoria

Spazio delle fasi accessibile

Ritratto dello spazio delle fasi del punto
rappresentativo di un flusso conservativo integrabile
a due gradi di libertà (4dim). La traiettoria è limitata
alla regione dello spazio delle fasi accessibile,
costituito dalla superficie del toro ad energia costante:
se l’orbita è quasi-periodica, la traiettoria è ergodica e
ricopre uniformemente tutta la superficie del toro.

Sistema conservativo a pochi gradi di libertà Sistema isolato a molti gradi di libertà

Traiettoria
Spazio delle fasi accessibile

Ritratto dello spazio delle fasi del punto rappresentativo
dell’insieme delle molecole di un gas (6Ndim). Qui
regna incontrastato il caos (molecolare) e la traiettoria
esplora, a lungo andare, ogni regione dello spazio delle
fasi accessibile (una iper-superficie chiusa ad energia
costante): anche questa volta la traiettoria del punto
rappresentativo del sistema è ergodica.



L’Ipotesi Ergodica per i sistemi isolati

Traiettoria
Spazio delle fasi accessibileSi può anche dimostrare che l’ergodicità

deriva dall’ipotesi di caos molecolare
(mixing)

Ritratto dello spazio delle fasi del punto rappresentativo
dell’insieme delle molecole di un gas (6Ndim). Qui
regna incontrastato il caos (molecolare) e la traiettoria
esplora, a lungo andare, ogni regione dello spazio delle
fasi accessibile (una iper-superficie chiusa ad energia
costante): anche questa volta la traiettoria del punto
rappresentativo del sistema è ergodica.



Media Temporale e Media di Ensemble

Media temporale

Per sistemi composti da un numero N molto grande di particelle, per calcolare la media
temporale di una certa grandezza fisica f (t) (osservabile macroscopica) bisognerebbe
seguire l’evoluzione temporale del sistema, cioè risolvere un sistema di 3N equazioni di
Hamilton, con N enorme (il che è di fatto impossibile).

Occorrerebbe risolvere le 3N 
equazioni di Hamilton!

L’approccio di Gibbs, unito all’ipotesi ergodica, ci semplifica le cose: poichè infatti, dopo
un tempo sufficientemente grande, si può supporre che il nostro sistema (che ipotizziamo
isolato, all’equilibrio e macroscopicamente caratterizzato da un numero N di particelle, da
un volume V e da una energia totale E) abbia attraversato tutti i possibili microstati
compatibili con un certo macrostato ad N, V ed E fissati, allora si può sostituire alla media
temporale una nuova media ad essa equivalente, la cosiddetta “media di ensemble”,
calcolata mediando i valori istantanei che una data osservabile assume in tutti i microstati
compatibili con il macrostato considerato, cioè calcolata sull’intero ensemble formato da
tutti i punti dello spazio delle fasi che rappresentano le copie mentali del nostro sistema
macroscopico:

Media di Ensemble
(di Gibbs)



Meccanica Statistica Classica di Boltzmann-Gibbs (BG) 
all’Equilibrio in Ensemble Microcanonico

Sistema
Termodinamico

Isolato

N, V, E
Ensemble 

corrispondente 
all’equilibrio 

termodinamico

Rappresenta il 
macrostato di un 
sistema isolato in 

condizioni di 
equilibrio



Meccanica Statistica Classica all’Equilibrio per un sistema isolato

Sistema
Termodinamico

Isolato

N, V, E



L’Ensemble Microcanonico e il Postulato 
dell’Equiprobabilità a Priori:



L’Ensemble Microcanonico e il Postulato 
dell’Equiprobabilità a Priori:



Funzione di Partizione Microcanonica ed Entropia



� 

Γ(E)
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Δ
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� 

Σ(E)

Funzione di Partizione Microcanonica ed Entropia

Funzione di Partizione
Microcanonica

VOLUME = 
PROBABILITA’
(del macrostato)

Ipersuperficie ad 
energia E costante

Ipersuperficie ad 
energia E+∆

: iper-guscio sferico

iper-sfera



(a)  Estensività/Additività
(dato un set di parametri 𝜆)

Estensività:

Entropia

TEST 
DELL’ESTENSIVITA’ 

PER L’ENTROPIA

S

N

S è estensiva se 
scala linearmente 
con N per N>>1



(a)  Estensività/Additività
(dato un set di parametri 𝜆)

Estensività:

Entropia

Additività: à S è additiva se:  S(A+B+C+…) = S(A) + S(B) + S(C) + …

Quindi, in realtà, la proprietà (a) fa
riferimento all’additività dell’entropia
(6.15), più che alla sua estensività. Infatti
l’estensività è una proprietà fisica (che va
testata sperimentalmente e deve
caratterizzare appunto le grandezze
estensive, come l’entropia o l’energia)
mentre l’additività è una proprietà formale
(che dipende cioè dalla forma matematica
della grandezza fisica considerata).



(a)  Estensività/Additività
(dato un set di parametri 𝜆)

Estensività:

Additività:

Entropia

Quindi, in realtà, la proprietà (a) fa
riferimento all’additività dell’entropia
(6.15), più che alla sua estensività. Infatti
l’estensività è una proprietà fisica (che va
testata sperimentalmente e deve
caratterizzare appunto le grandezze
estensive, come l’entropia o l’energia)
mentre l’additività è una proprietà formale
(che dipende cioè dalla forma matematica
della grandezza fisica considerata).

Vedremo che in assenza di
strong chaos l’entropia di
Boltzmann-Gibbs, formalmente
additiva, non sarà più estensiva,
dunque non sarà l’entropia
adatta a descrivere sistemi
complessi all’edge of chaos.



N1,V1 N2,V2

additiva!

Entropia

Interazione a corto raggio!



probabilità dei 2 
macrostati ad E1 ed E2

Sono una sorta di spettri discreti
di energia (con valori compresi
tra 0 ed E) per i due sottosistemi

Planck



probabilità del macrostato complessivo 
= prodotto delle prob. dei 2 macrostati 

individuali indipendenti

+



probabilità del macrostato complessivo 
= prodotto delle prob. dei 2 macrostati 

individuali indipendenti



E1 E2



additiva!

Si assume 
l’estensività
di S1, S2 ed E



Equilibrio Termico!



(b)  Seconda Legge della Termodinamica


